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Abstract : This article is the third one of the sériés m-m on Hitchin-Frenkel-Ngô fibration and 
Vinberg semigroup. Ngô |42| proved the fundamental lemma for Lie algebras in equal characteristics 
as a conséquence of géométrie stabilization. This article shows the géométrie stabilization in the 
group case which was conjectured by Frenkel and Ngô [2Üj. Along the proof, we establish an identity 
between orbital intégrais, which is analog to Langlands-Shelstad fundamental lemma. From this 
equality, we deduce a formula for Langlands-Shelstad transfer factors which was previously only 
known for Lie algebras. 

Résumé : Cet article est le troisième de la série m-m sur la fibration de Hitchin-Frenkel-Ngô 
et le semigroupe de Vinberg. Ngô [42] a démontré le lemme fondamental pour les algèbres de Lie 
en égales caractéristiques comme conséquence de la stabilisation géométrique. Cet article s’attache 
à démontrer la stabilisation géométrique dans le cas des groupes qui a été conjecturé par Frenkel 
et Ngô [20]. Il permet également d’en déduire une identité entre intégrales orbitales analogue au 
lemme fondamental de Langlands-Shelstad pour l’algèbre de Hecke. Cette identité nous permet en 
particulier d’obtenir une formule pour les facteurs de transfert pour les groupes, connue auparavant 
que pour les algèbres de Lie. 
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Introduction 


0.1. La fibration de Hitchin-Frenkel-Ngô. Cette fibration est l’outil de base pour entreprendre 
une étude géométrique des intégrales orbitales pour les groupes. Elle a été introduite par Frenkel 
et Ngô dans | 20 | . 

Soit k un corps algébriquement clos ou fini. Soit X une courbe projective lisse géométriquement 
connexe, F son corps de fonctions. Pour cette introduction, on considère G semisimple, simplement 
connexe et déployé sur k. Soit (B, T) une paire de Borel. On note X*(T) le réseau des cocaractères 
et X if (T) + le cône des cocaractères dominants. On considère y : G —> T/W, le morphisme issu 
du théorème de Chevalley ED Thm. 6.1], dit polynôme caractéristique. Comme G est simplement 
connexe c’est un espace affine de dimension r dont les coordonnées sont les \i := Tr(p Poj ) avec p Ui 
la représentation irréductible de plus haut poids 04 . On se donne une somme formelle sur les points 
fermés A = A æ [:r] avec les X x G X*(T) + nuis presque partout. Posons S = supp(A) := {x G 

xGX 

X | X x 7 ^ 0}. Partant de telles données, on peut construire la fibration de Hitchin-Frenkel-Ngô : 

/ • A4 a —> A\. 

L’espace total A4 a classifie les paires ( E , </>) constituées d’un G-torseur E sur X et d’un automor¬ 
phisme de E en dehors de S, avec des pôles bornés par X s en chaque point s G S 1 . La base de Hitchin 
A\ est l’espace affine classifiant les polynômes caractéristiques des sections (f>\ quant à la flèche /, 
elle est donnée par le polynôme caractéristique de la section </>. On a la description adélique suivante 
de la fibration : 

Mx(k) := G(F)\{( 7 , (g x )) G G{F) x G(A)/G(O a )| 9 x l 19, G G(O x )^G{O x )}, 
où G (F ) agit par h.( 7 , ( g x )) = ((/i 7 /i _1 , ( hg x ))). La base de Hitchin admet la description suivante : 

A\(k) = {(ai,... ,a r ) G F r \ V x,a,i G Tr x ^ ü>i, ~ WoX ' > O x }. 

Enfin, la flèche / revient à considérer le r-uplet (Xi( 7 ))i<i<r- 

0.2. La stratégie de Ngô. Partant de la fibration de Hitchin usuelle /d : A4d —> Al d, où D est 
un diviseur sur la courbe, Ngô montre qu’il existe un certain ouvert Al™*, dit anisotrope, au-dessus 
duquel la fibration /™* : AI™* —»• A™* est propre. Comme de surcroît, l’espace source est lisse, 
nous savons par Deligne et Beilinson-Bernstein-Dcligne-Gabber que le complexe /™{Q; est pur et 
semisimple. Tout le jeu est alors d’étudier les supports des faisceaux pervers qui interviennent dans 
cette décomposition. 

Au groupe G, Langlands [35] et Kottwitz [32] associent une certaine famille de groupes que 
l’on appelle des groupes endoscopiques. A chaque groupe endoscopique Et, la base Al™^ s’identifie 
à un sous-schéma fermé de Al™*. On note vh '■ A'n a H —> Al™* l’immersion fermée. De plus, sur 
le complexe /™{Q;, nous avons une action naturelle d’un groupe fini 7 To(P), qui nous permet de 
définir pour chaque caractère k : 7 r 0 (P) —»• Qi, une composante K-isotypique (/™{ Qi) k - Si k = 1, 
on note (/™{Q/) s t, cette composante et on l’appelle la composante stable. Pour chaque k, on 
a un ensemble fini S K , canoniquement associé, constitué de groupes endoscopiques et l’énoncé de 
stabilisation géométrique de Ngô [T5] Thm. 6 .4.1] établit qu’au-dessus de A™*, on a un isomorphisme 
de complexes sur k , avec un certain décalage : 

(/£?:$i)«.[2r](r) = © v H AfE;r%U- 
HeS K 
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0.3. Le théorème principal. Dans le cas qui nous occupe, nous disposons également d’un ouvert 
anisotrope A ( f nl au-dessus duquel la fibration f anl : —» A^ nl est propre. Néanmoins, en 

général, l’espace total A/C™ n’est pas lisse et donc n’a pas de raison apparente d’être pur. 

On remplace donc le faisceau constant par le complexe d’intersection IC-^cni et l’on s’interroge 

sur les supports qui interviennent dans f% m IGj^*ni. Pour obtenir un tel énoncé pour la fibration 
de Hitchin-Frenkel-Ngô, nous avons d’abord besoin de contrôler le complexe d’intersection. On 
considère alors un ouvert A\ C .4a et si de plus, k est fini, on démontre dans [6] un énoncé de 
transversalité dont un des corollaires est l’identité suivante : 

Vas Tr(Fr a , U* ni ICj ^«)„) = SO a (0 A ). 

où SO a désigne l’intégrale orbitale stable, avec <fi a ■= ® C A* > °ù les fonctions \ x sont les fonctions 

x&X 

de Kazhdan-Lusztig de l’algèbre de Hecke sphérique en x Hg,x- Ce théorème nous permet en 

particulier de relier le complexe d’intersection de A4 a avec la grassmannienne affine et l’ouvert 

considéré est suffisamment gros pour des applications locales. On se place alors sur l’ouvert A^ 11 ^ . 

Pour simplifier les notations, on note IC\ := , / := f ant, ' > et pour les groupes endoscopiques 

. A 

on ajoute un exposant « H ». Le théorème principal est le suivant : 

Théorème 0.1. Soit G un groupe connexe réductif déployé tel que Gder est simplement connexe. On 
suppose que la caractéristique de k est première à l’ordre du groupe de Weyl W et que l’endoscopie 
est déployée. Alors nous avons un isomorphisme de complexes purs et semisimples sur k : 

( f*IC\) K = 

où Srf* x^h est un faisceau pervers pur, obtenu par l’équivalence de Satake géométrique à l’aide du 
morphisme 77 : Hg —> Hh ou niveau des algèbres de Hecke sphériques (cf. section \ll.8\) . 

Nous nous sommes placés sous les mêmes hypothèses que Chaudouard-Laumon El, cela a l’avan¬ 
tage d’alléger et de simplifier la présentation ; dans ce cas l’ensemble S K est réduit à un singleton. 
Pour étendre les résultats au cas quasi-déployé, la différence notable est que l’on a besoin de choisir 
un relèvement de la flèche 77 : H ^ G aux duaux de Langlands L p : L H —> L G et qu’il n’y a pas de 
choix canonique. Cet énoncé a été en partie conjecturé par Frenkel et Ngô [20 ; Conj. 4.2] dans le 
cadre de leur programme sur la géométrisation de la formule des traces. Il doit être une première 
pierre pour établir de nouveaux cas de la fonctorialité. 

Pour établir un tel énoncé, on commence par établir un théorème de support, puis il nous suffit 
ensuite de compter les points, c’est lors de ce comptage qu’apparaît une identité similaire au lemme 
fondamental de Langlands-Shelstad. 

0.4. Une identité entre intégrales orbitales. On suppose k fini, O = &[[£]], F son corps de 
fractions. On garde les hypothèses du théorème 10. Il et on pose K = G (O). On dispose de l’algèbre 
de Hecke sphérique Hg constituée des fonctions à support compact iF-invariantes à droite et à 
gauche, munie du produit de convolution. D’après Kazhdan-Lusztig, elle admet une base naturelle 
formée par les fonctions <f>\ qui correspondent par le dictionnaire faisceaux-fonctions au complexe 
d’intersection des strates Kt x I\/K, pour un cocaractère dominant A € X*(T) + . Soit k une donnée 
endoscopique de G (cf. Déf IS.llI) . H le groupe endoscopique correspondant. Soit Hh l’algèbre de 
Hecke pour H, par l’isomorphisme de Satake, on a un morphisme naturel 

b :Hg— t Hh 

dit de changement de base. Le théorème est alors le suivant : 
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Théorème 0 . 2 . Soit un cocaractère dominant A G X*(T) + , on a l’égalité : 

(-i)vai AH {a H )S 0aH {b{^ x )) = (-l)™'( 0 °(“)) AG (a)O:(fe) 

associées aux classes de conjugaison fortement régulières semisimples a et an de G {F) et H (F) 

/ \ val (2) (j (a)) , . val(® jj (a )) 

qui se correspondent, avec A (a) = q~ 2 ; A h (a h) = q 5 et T) g, les fonctions 

discriminants de G et H. 


0.5. Les facteurs de transfert. Expliquons le lien avec le lemme fondamental de Langlands- 
Shelstad. Il a été démontré par Ngô [55] et Waldspurger [55] (sans restriction aucune) et établit 
l’égalité suivante : 

s °7ir (0?) = A (7ff,7)0*(çA) 

avec des classes de conjugaison fortement régulières semisimples 7, 7 h dans G (F) et H{F) qui se 
correspondent et A(xh,"/) est le facteur de transfert de Langlands-Shelstad [3B|. Il s’écrit comme 
une certaine puissance de q bien connue, multipliée par un signe compliqué. Ce facteur de transfert 
prend en compte le fait que la «-intégrale orbitale dépend du choix de 7 dans sa classe de conjugaison 
stable. Dans le cas des algèbres de Lie, on sait d’après Kottwitz m qu’en prenant la section de 
Kostant [29], le signe est égal à un. En revanche, dans le cas des groupes, cela n’est pas connu. On 
note e : T/W —> G la section de Steinberg [5TJ Thm 8.1]. On conserve les hypothèses du théorème 
10.11 la conjonction du théorème 10.21 et du lemme fondamental de Langlands-Shelstad nous donne 
alors l’identité suivante : 

Théorème 0 . 3 . Soit 7 et 7# des classes de conjugaison comme ci-dessus. Posons a = xi"/) (resp. 
an = Xh("/h)) le polynôme caractéristique de 7 (resp. 7 h) et 70 = e(a ) G G{F) ; 

A(xH,”/o) = ( — l) val (®G(a))-val(S H (a w )) _ 

Cet égalité corrige et précise une question de Ngô [441 sect. 2.2], On devrait pouvoir également 
la prouver directement en reprenant les formules de Langlands-Shelstad [36]. 


0.6. Ce qui diffère des algèbres de Lie. Pour la fibration de Hitchin-Frenkel-Ngô, les premières 
originalités concernent l’action d’un champ de Picard et l’étude du complexe d’intersection de 
l’espace total lesquelles ont été étudiées dans [5] et 0. A ces premières difficultés s’ajoutent celles 
du présent article dont nous mentionnons les principales. 

Tout d’abord pour établir un théorème du support, nous devons généraliser l’énoncé de Ngô |42l 
sect. 7] au cas d’un espace source singulier où l’on remplace le faisceau constant par le complexe 
d’intersection. Pour ce faire, nous introduisons une forme faible de résolution des singularités qui, 
combinée au théorème de transversalité établi dans [5], nous permet de démontrer un tel énoncé. 
Cette forme faible de résolution des singularités contient la cohomologie d’intersection comme fac¬ 
teur direct et nous permet d’appliquer des résultats de dégénérescence des suites spectrales. Un 
autre outil pour pouvoir appliquer cet énoncé abstrait du théorème du support est la stratifica¬ 
tion à ô constant. Cette stratification doit vérifier des inégalités de codimension, connues grâce à 
Goresky-Kottwitz-McPherson [22] pour les algèbres de Lie, mais pas dans le cas des groupes. 

De plus, pour établir une stabilisation géométrique, il est nécessaire d’obtenir des résultats pour 
un groupe connexe réductif général. Néanmoins, la fibration ne se comporte bien que pour les 
groupes connexes réductifs à groupe dérivé simplement connexe. En effet, dans le cas général, la 
fibration n’admet pas de champ de Picard, pas de section, la base de Hitchin est singulière et nous 
n’avons pas de stratification à ô constant. En particulier, certaines fibres de Hitchin peuvent être 
vides. 
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D’ordinaire, en considérant des z-extensions, au niveau des fonctions, on peut se ramener au cas 
où Gder simplement connexe, néanmoins du point de vue de la géométrie, cela ne fonctionne pas et 
la base de Hitchin pour une z-extension G' de G n’est même pas surjective sur la base de Hitchin 
de G. On commence donc par montrer qu’en se restreignant au-dessus de l’ouvert anisotrope, la 
fibration de Hitchin-Frenkel-Ngô devient surjective et nous construisons une « fibration de Hitchin 
augmentée » qui, si G est semisimple, est une interpolation entre G et son revêtement simplement 
connexe. Sur cette fibration, on montre alors que nous avons l’action d’un champ de Picard et une 
stratification à 6 constant avec les bonnes dimensions qui nous permettent d’étendre les résultats 
pour un groupe quelconque. 

Enfin, l’identité obtenue entre ces intégrales orbitales nous permet d’en déduire une formule pour 
les facteurs de transfert qui n’était pas connue dans le cas des groupes et simplifie la stabilisation 
de la formule des traces dans le cas où Gder est simplement connexe avec une endoscopie déployée. 

Passons en revue l’organisation de l’article. Les quatre premiers chapitres rappellent les résultats 
établis dans [5] et |B]. On commence par étudier le semi-groupe de Vinberg et le quotient adjoint. 
Dans le chapitre suivant, on introduit la fibration de Hitchin-Frenkel-Ngô munie de l’action d’un 
champ de Picard. Dans les chapitres trois et quatre, on énonce le théorème de transversalité qui 
identifie le complexe d’intersection de M.\ au-dessus de A b x et nous rappelons les résultats de 
dimension sur les fibres de Springer affines pour les goupes, ainsi que l’analyse locale des symétries 
d’icelles. 

Le cinquième chapitre étudie l’action du champ de Picard sur la fibration de Hitchin et passe en 
revue un certain nombre de propriétés générales de la fibration de Hitchin. On commence par intro¬ 
duire le revêtement caméral et étudions comment le centralisateur régulier s’exprime en fonction de 
ce revêtement. Par la suite, nous prouvons qu’en considérant le modèle de Néron du centralisateur 
régulier, cela nous mène naturellement à un dévissage du champ de Picard en une partie affine et 
une partie abélienne. En un sens, les singularités des fibres de Hitchin sont contenues dans la partie 
affine, dont la taille sera un invariant incontournable pour stratifier la base de Hitchin. On calcule 
également la dimension de la base ainsi que celle du champ de Picard et établissons la densité de 
l’ouvert régulier en utilisant une formule du produit analogue à celle de Ngô [HJ sect. 4.15]. 

Le sixième chapitre introduit une stratification par des invariants monodromiques qui nous per¬ 
met d’en déduire une description explicite du groupe des composantes connexes du champ de Picard, 
qui contrôle la cohomologie ordinaire de degré maximal des fibres de Hitchin, indispensable dans la 
suite pour le théorème du support. Cette partie est sans doute la plus proche des énoncés de Ngô. 

Le septième chapitre est intimement lié au chapitre précédent. Il s’agit d’étudier la codimension 
des strates à ô constant. On étudie alors une stratification plus fine, inspirée de Goresky-Kottwitz- 
McPherson [22], par les valuations radicielles. Elle nous permet d’obtenir l’énoncé de codimension 
quitte à ce que l’invariant ô soit suffisamment petit par rapport à A. Il est à noter qu’en carac¬ 
téristique zéro pour les algèbres de Lie, on arrive à obtenir un résultat optimal, à savoir que la 
codimension est précisément S. En revanche, dans notre cas, même en caractéristique nulle, nous 
avons besoin de l’hypothèse que A soit grand devant S. 

Le huitième chapitre s’attelle à l’étude du heu anisotrope ; on démontre la propreté de la fibra¬ 
tion de Hitchin au-dessus de A et expliquons comment apparaissent les groupes endoscopiques. 
Cela nous permet de formuler un énoncé cohomologique sur les supports qui interviennent dans 
la décomposition en faisceaux pervers irréductibles du complexe pur /“ m (/C^ x ). Essentiellement, 
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sous certaines conditions techniques, on montre que ces supports correspondent aux strates issues 
des groupes endoscopiques. On démontre ce théorème dans le chapitre onze. 

Le neuvième chapitre étend tous les résultats nécessaires pour un groupe qui n’est pas nécessai¬ 
rement à groupe dérivé simplement connexe. Il est à noter que la fibration de Hitchin-Frenkel-Ngô, 
dans ce degré de généralité, est plutôt incommode. Un exemple est que l’on ne dispose ni de sections, 
ni de champ de Picard qui agit. On introduit donc une fibration augmentée qui est finie surjective 
au-dessus d’elle et qui elle, admet les propriétés escomptées. 

Le dixième chapitre est consacré à la construction de ce que nous appelons une présentation 
géométrique du complexe d’intersection de Af A . H consiste en un espace qui remplace avantageuse¬ 
ment une résolution des singularités, qui contient dans sa cohomologie, la cohomologie du complexe 
d’intersection comme facteur direct et qui nous sera utile pour formuler le théorème du support 
dans un contexte singulier. Il s’obtient par changement de base d’une résolution des singularités 
d’un certain champ de Hecke augmenté 7 i P ^ r . Le changement de base propre ainsi que le théorème 
de transversalité nous assureront que le complexe d’intersection JC^-t apparaît bien comme facteur 
direct de la cohomologie de la présentation géométrique. 

Le onzième chapitre démontre un énoncé abstrait pour une fibration / : M —>■ S lorsque M est 
singulier, muni d’une action d’un schéma en groupes commutatif lisse g : P —>• S, pour le faisceau 
/♦/Cm- Il généralise l’énoncé de Ngô dans un contexte singulier. La preuve du théorème abstrait 
diffère de Ngô à deux endroits, l’argument de dualité de Goresky-McPherson et la liberté ponctuelle 
de la cohomologie des fibres sur l’algèbre de Pontryagin du module de Tate du champ de Picard V a 
pour a € L’argument de dualité s’étend pour peu qu’on ajoute des inégalités sur la dimension 
des strates tandis que la liberté ponctuelle s’obtient en utilisant la présentation géométrique. On 
applique ensuite ce théorème à la fibration de Hitchin pour en déduire le théorème de détermination 
des supports 18.171 

Le dernier chapitre se consacre au comptage. On compte les points des fibres de Springer affines 
et des fibres de Hitchin et on les relie aux intégrales orbitales. On démontre dans ce chapitre les 
énoncés clés RH1IO 

Je remercie sincèrement Ngô Bao Châu et Gérard Laumon pour l’aide qu’ils m’ont apporté 
tout au long de ce travail. Je remercie Jean-Loup Waldspurger pour m’avoir signalé une erreur sur 
les facteurs de transfert dans une version antérieure de ce papier. Je remercie également Yakov 
Varshavsky pour les discussions que nous avons eu ainsi que Raphaël Beuzart-Plessis pour son utile 
remarque sur les facteurs de transfert. Enfin, ce travail a été réalisé en partie lors de mon séjour au 
MSRI à l’automne 2014 et à l’Université Hébraïque de Jérusalem, je leur exprime ma reconnaissance 
pour les conditions de travail fort agréables qu’ils ont pu me fournir. 

1. Le semi-groupe de Vinberg 

1.1. Le quotient adjoint et le centralisateur régulier. Dans cette section on rappelle les 
résultats établis dans [S] et [5], on commence par le semi-groupe de Vinberg. 

Soit k un corps. On considère un groupe connexe réductif G tel que Gder soit simplement connexe, 
déployé sur k. Soit (B, T) une paire de Borel de G, R l’ensemble des racines, A l’ensemble des racines 
simples, r le rang semisimple de G et W le groupe de Weyl. On note X*(T) (resp. X*(T)) le réseau 
des cocaractères (resp. caractères). Enfin, on note d’un exposant « + » les cocaractères dominants 


6 




(resp. caractères dominants). On commence par construire le semi-groupe de Vinberg Vq sur k. 
Choisissons une base u >[,..., u>[ du réseau des caractères : 

X '■ T > G m 


tels que 

V a G A = {«!,..., a r }, (x, à) = 0. 

Chaque w' : T —>■ G m , 1 < i < l, se prolonge de manière unique en un caractère : 

■ G —¥ G m . 

Pour tout indice i, 1 < i < l, notons K' l’espace vectoriel de dimension un sur lequel G agit par 
w' : G —>• G m . L’ensemble des poids dominants est stable par translation par les éléments du réseau 
7jUj[+- ■ ■+T,uj[. Le quotient par ce réseau est un cône saturé non dégénéré de X*(T )/(ZJ+- • -+ZJ), 
engendré par üi,... ,ü) r que l’on relève en une famille de caractères u>i,... ,co r de T. 

Soit (p Ui , K ;) la représentation irréductible de plus haut poids Wi. Considérons G + := ( TxG ) IZq 
où Zq se plonge par A —> (A, A -1 ) et T+ = (T x T)/Zq. On a une immersion : 

G+ J] End (KJ x J] Aut(K') x 

2=1 2=1 2=1 

(t, 9) i-t (ijJi(t)p bJi (g),i J j , i (tg),a i (t)). 


r l r 

Ici on pose, Hg '■= n End(Ki) x n Aut(K') x [I et Hq sera la même chose où l’on enlève 
2=1 2=1 2=1 

{0} dans chaque End(KJ- On note alors Vg (resp Vq) la normalisation de l’adhérence de G+ dans 
Hq (resp. Hq) et Vr l’adhérence de X+ dans Vq, lequel est normal par [ÜJ Cor. 6.2.14]. On a un 
théorème analogue à celui de Chevalley [S] Prop. 1.3] : 

Théorème 1.1. L’application de restriction (f> : fc[K] G —>• k[Vr] w est un isomorphisme de k- 
algèbres. De plus, Vr/W est le produit d’un espace affine de dimension 2r avec un tore de dimension 
l, dont les coordonnées sont données par les ui[, (ai, 0), \i = (wj, TrJ^J). 


On en déduit alors un morphisme 

X+ ■■V g ->£+ := V T /W. 

Nous avons également une flèche \ '■ G —>• T/W = G l m x A r , issue du théorème de Chevalley 
ED Th.6.1]. Steinberg a construit une section à cette flèche de la manière suivante ; on commence 
par supposer que G est semisimple simplement connexe, dans ce cas T/W = A r . Pour un r-uplet 
(ai,. .. ,a r ) G T/W := A r , on définit : 

r 

e(ai,..,a r ) := J] æ a< (a»)n*, 

i= 1 

où les x ai (ai) sont des éléments du groupe radiciel U ai et les nt sont des éléments du normalisateur 
Ng(T) représentant les réflexions simples s Œi de W. 

r 

Ainsi, e(a) G Yl Ui n î et en utilisant les relations de commutation on a que : 

2=1 

r 

n UiUi = u w w 

i =1 

où w = siS 2 -..s r et U w = U n wU~w~ 1 . 


Voyons comment on l’étend au cas réductif. Soit XJ r = T C I Gder■ Soit S un sous-tore de T de 
telle sorte que T = S x XJr, alors G = S tx Gder- La flèche de Steinberg est donnée par : 

X : G S x A r , 
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où A r est la partie correspondant au quotient adjoint de Gder- Soit G reg := {(g, 7 ) G GxG| g^g 1 = 
7 }. Nous avons alors le théorème suivant [5Tj Th. 8.1] et [13l Prop. 2.5] : 

Proposition 1.2. Soit e Gder la section de Steinberg pour Gder■ On pose alors eg : S x A r -)■ G 
donnée par 

e G (s,a) = se Gder (a). 

Alors e G est une section à x et tombe dans G reg , à un automorphisme de S x A r près. 

On considère maintenant le schéma en groupes des centralisateurs : 

1 ■= {( 9 , 7) G G x Vbl ff _1 75 = 7}- 

Voyons comment on construit une section pour le semigroupe de Vinberg V G . Soit la flèche <j) : 
T —» T+, t —> (f,i _1 ). L’image Ta, le tore antidiagonal est isomorphe à T ad := T/Z G , et on a un 
isomorphisme canonique donné par : 

: Ta —t G r m . 

Soit alors if l’isomorphisme inverse, nous opterons pour la notation indiciaire. Ainsi pour b G Gj^, 
on a : 

V 1 < i < r, aj(V’a) = b t et if b G Ta- 
On définit e + : G]^ x (G l m x A r ) —> G + par : 

e+(b,a) = e G (a)ipb- 

Dans la suite, on pose Q + := QTa où Q := e G (T/W). On obtient alors le théorème de structure 
suivant tiré de [5] Thm.0.2-0.3] : 

Théorème 1.3. Soit Vq &9 := {7 G V G \ dim I g = r}. La section e+ se prolonge en un morphisme 
: £+ —* Vq £ 9 . De plus, le morphisme x+ 9 es l lisse et ses fibres géométriques sont une union 
disjointe de G-orbites. Enfin, il existe un unique schéma en groupes commutatifs J, lisse sur £+ et 
muni d’un morphisme \*+J T qui est un isomorphisme sur V^fi 9 . 

Remarque : 

(i) Il est à noter que la section e+ prolongée au semigroupe de Vinberg dépend fortement 
de l’ordre des facteurs Uini. En effet, un ordre différent amène à des sections qui ne sont 
plus nécessairement conjuguées, comme on peut le voir au point au point (0,0) G £+. Ceci 
explique le fait que les fibres géométriques de \+ ne sont pas connexes en général. 

(ii) Dans [5], la preuve est faite dans le cas semisimple mais s’étend telle quelle au cas réductif. 
On dispose également d’un morphisme, dit d’abélianisation : 

a : V G -> A g := G l m x A r 
donné par (t,g) i-x ((a;,/ (aü(t))i<i< r )- 

A la suite de Donagi-Gaitsgory |18| et Ngô [121 sect. 2.4], nous avons une description galoisienne 
du centralisateur régulier. On suppose de plus la caractéristique du corps k est première à l’ordre 
de W. On a un morphisme fini plat IV-équivariant : 

o-.v T ^<t+ 

ramifié le long du diviseur J) = ]J Ker(a), où Ker(a) désigne l’adhérence dans Vt de Ker(a) 

«eiî 

avec a une racine. On note le complémentaire de ce diviseur, que l’on appelle le lieu régulier 
semisimple et Vfi s l’ouvert de Vp correspondant. Considérons le schéma : 
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fi:= n (TxVt). 

Vt/£+ 

Pour tout S-schéma sur £_|_, les S-points de il sont donnés par : 

il (S) = Homy T (S x c+ V t ,T x V t ) = 0,(T x V T ). 

Le morphisme 9 : Vt —> £+ étant fini plat, nous obtenons que il est représentable. C’est un schéma 
en groupes commutatifs, lisse de dimension r\W\ et au-dessus de l’ouvert régulier semi-simple, 9 
étant fini étale, fl restreint à cet ouvert est un tore. L’action diagonale de W sur T xVp induit une 
action sur fl. On considère alors : 

(1) J 1 = n w = ( (T x Vt)) w 

Vt ! £+ 


Comme la caractéristique du corps est première avec l’ordre de W , J 1 est un schéma en groupes 
lisse sur (£ + . Nous allons avoir besoin de considérer un sous-schéma ouvert de J 1 . 

Définition 1.4. Soit J le sous-fondeur de J 1 qui à tout €. + -schéma S, associe le sous-ensemble 
J (S) de J 1 (S) des morphismes W-équivariants : 

f:Sx €+ V T ^T 

tel que pour tout point géométrique x de S Xc + Vt stable sous une involution s a {x) = x attachée à 
une racine a, on a a(f(x)) ^ —1. 

Les deux résultats suivants sont tirés de [ü] Lem. 11, Prop.12] 

Lemme 1.5. Le fondeur J est représentable par un sous-schéma ouvert affine de J 1 . De plus, on 
a les inclusions J° C J C J 1 et au-dessus de ce sont des isomorphismes. 

Proposition 1.6. Le morphisme J —> J 1 se factorise via J et induit un isomorphisme entre J et 

J. 

1.2. Le cas d’un groupe connexe réductif. Nous étendons dans cette section les propriétés 
établies pour un groupe G tel que Gder est simplement connexe à un groupe connexe réductif 
quelconque. La différence notable est que dans ce cas, il n’y a ni section, ni centralisateur régulier. 
Enfin, la flèche G reg —> T /W n’est même pas plate. 

Soit G connexe réductif déployé sur k. On suppose que la caractéristique est première à l’ordre de 
7 Ti(G), ce qui est toujours le cas si car(fc) A \W\ = 1. Soit G un groupe connexe réductif tel que Gder 
est simplement connexe, muni d’une flèche A : G —> G, finie étale de groupe de Galois abélien T, par 
hypothèse sur la caractéristique. On peut prendre par exemple, le revêtement simplement connexe 
de Gder que l’on multiplie par le centre. On note pour cette raison le morphisme de Steinberg pour 

G, 

x sc : G ->• 

On définit le semi-groupe de Vinberg de G par Vq := Vq//V. Ici, la double barre désigne le quotient 
au sens des invariants. On a de plus une action de T sur l’espace affine on considère alors 
£+ := Spec(fc[£^f] r ) et la flèche x+ passe au quotient. On désigne toujours par G+ := (T x G)/Zq 
le groupe des unités de Vq- Nous avons une flèche finie et surjective Vq —> Vg, on note alors Vff 9 
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l’ouvert image de Vff 9 par cette application. Nous obtenons le diagramme commutatif : 

Gr 


Vô 

x+ 


x+ 

e+ 


Définition 1.7. Si Gder n’est pas simplement connexe, on considère V ( t rs le lieu fortement régulier 
semisimple, i.e. le lieu où le centralisateur est un tore maximal. 

Posons (£+~ rs := x+(Vg _rs ). On a le lemme suivant : 

Lemme 1.8. Le lieu fortement régulier semisimple rs est un ouvert non vide lisse de £+. 

Démonstration. C’est la même preuve que [461 Lem. 5.1]. □ 


Si Gder est simplement connexe, on pose 

vi~"-.= r'{v£% 

avec p : V G -> V G 

Nous terminons par une description du morphisme d’abélianisation dans le cas G semisimple et 
une étude du discriminant. 

ol : Vg -t Ag ■ 

Nous avons le théorème suivant d’après [551 Thm. 3-5] et [35} Thm. 17] : 


Proposition 1.9. Soit G semisimple, alors l’abélianisé Aq = Z+fZc est isomorphe à A r = J] A*. 

i =1 


comme T a d~variété torique. En particulier, nous avons Aq = Ac ad - 


Remarque : Si G est réductif, on ajoute un tore central. 

Corollaire 1.10. L’espace caractéristique C+ s’identifie au produit Ag x £ où € = T/W. 

Démonstration. Si G est tel que Gder est simplement connexe, cela résulte de la proposition 11.11 
Pour un groupe G général, soit un groupe G' tel que G' der est simplement connexe et un sous-groupe 
fini central groupe T de G' tel que G'/T = G. Nous avons en particulier une action de T sur £+.g' 
tel que : 


£+.G'// r = £+,g 

De plus, il résulte de la proposition 11.91 que Aq = Aq' et que T agit trivialement sur Aq, nous 
déduisons donc : 


£+,G'//r = (Ag' x Cc'V/r = Aq x £g = £+,g, 


ce qui conclut. □ 

On considère la fonction £> + = (2 p,T>) G T + = (T x T)/Zq sur k[T + \ où D = JT (1 — a(t)) 

est la fonction discriminant sur k [T]. Comme W agit trivialement sur le premier facteur, on a que 
£>+ G k[T + ] w et de plus on a la propriété suivante : 

teT-^î) + (t)/ o, 
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où TT S est le lieu régulier semisimple du tore. D’après [5] Lem. 2.18], cette fonction s’étend en une 
fonction de k[Vr] w ■ 

Remarque : Sur Ta, la fonction étendue s’écrit pour 4 = (t,t *) : 

®+(4) = 2 P(t) TI (! “ a (^ _1 ))( 1 ^ <*(<)) 

O!>0 

Comme 2 p = ^ a, nous obtenons : 

a> 0 

( 2 ) ® + (t + ) = (-i)i fl+ ina-«(*)) 2 

ac>0 

où R + est l’ensemble des racines positives. Enfin, nous avons le critère de régularité tiré de [5] Prop. 
2.19] ; soit i + G Vr, alors nous avons l’équivalence : 

4 € Vf* ^ S+(4) ^ 0, 

où Vf s est le lieu régulier semisimple de Vt- 

2. Constructions globales 

Soit X une courbe projective lisse connexe sur un corps algébriquement clos k. On note F son 
corps de fonctions, |X| l’ensemble des points fermés. Pour x G |X|, soit D x = Spec(O x ) le disque 
formel en x et D* = Spec(T æ ), le disque formel épointé, d’uniformisante 7r x . 

Soit G un groupe connexe réductif sur k. On considère une paire de Borel (B, T) de G et on 
note W le groupe de Weyl de G. On suppose désormais que l’ordre de W est premier avec la 
caractéristique de k. 

On note À'*(T) + l’ensemble des cocaractères dominants de T. On désigne par Bunc le champ 
des G-torseurs sur X. Le champ Bung est algébrique au sens d’Artin ([38] et [241 Prop. 1]). 

2.1. La fibration de Hitchin-Frenkel-Ngô. Dans cette construction, on construit la fibration 
qui sera l’objet d’étude principal, elle a été introduite par Frenkel-Ngô dans ] 2ÜI sect. 4.1]. 

Pour tout point fermé x G À', considérons le fc-schéma en groupes K x = G(O x ) et le ind-schéma 
G x := G(F X ), on dispose de la grassmannienne affine en x, Gr æ = G x /K x . Elle admet d’après 
Lusztig une structure d’ind-schéma ainsi qu’une stratification en 74-orbites localement fermées : 

Or æ = ]J Gr^.x, 

A eX,(T) + 

dite de Cartan, indexée par les cocaractères dominants A G X*(T) + . Pour A G À'*(T) + , soit Gr> iX 
l’adhérence de Gr^^ dans Gr x . Plus généralement, étant donné un ensemble fini de points fermés 
S C | AtT |, nous notons 

Gr s := Il Gr s . 

ses 

Soit Div(X) le groupe abélien des diviseurs sur X. On considère alors le groupe Div(A, T) = 
Div(À') <g)z À'* (T) des diviseurs à coefficients dans les cocaractères de T. On note Div + (X, T) C 
Div(A, T) le cône formé par les diviseurs dont les coefficients sont dans À'*(T) + . On a alors une 
action de W sur Div(X,T) induite par l’action de W sur X*(T). Pour A = A x [.t] G Div(X,T), 

xe\x\ 

on pose S = supp(A) := {x G \X\ \ \ x / 0} et nous notons Gr^ (resp. Gi a) le produit 

TI Gr AaiS 

ses 

(resp. J] Gr AsjS ). 
ses 


il 


2.1.1. Construction d’un T-torseur. Pour tout uj £ X*(T) + et p, £ Div + (X, T), l’accouplement 

(v,n) = E (w,/i æ )[ x\ 

xe\x\ 

définit un diviseur sur la courbe. 

Pour x £ |À'|, on rappelle que X*(T) = T(F x )/T(O x ), en particulier pour tout p, £ X*(T) + , 
on peut lui associer un T-torseur sur D x avec une trivialisation générique. Pour p = Y2 Px[x\ £ 

x£X 

Div + (X, T), notons S = supp(/x), considérons alors le T-torseur Et(p) sur X, qui consiste à recoller 
le T-torseur trivial en dehors de S avec le T-torseur sur le voisinage formel des points de S , donné 
par /x, lequel est muni canoniquement d’une trivialisation générique. Ce recollement nous est donné 
par une généralisation de Beauville-Laszlo par Beilinson-Drinfeld [3j sect. 2.3.7]. Pour chaque racine 
positive a £ R + , nous avons 

Et(h) x t ’ q G m = O x ({a,p)). 

Comme (a,/z) > 0, on a une section canonique définie sur la courbe que l’on note l{ a ,/x)- En se 
limitant aux racines simples (ai)i<j< r , nous obtenons r-fibrés en droites munis de r-sections, d’où 
l’on déduit un morphisme 

P : X —> [A G /Z + \, 

où .Z_|_ est le centre de G+ et où l’on rappelle que A G désigne la base du morphisme d’abélianisation 

a:V G ->A G := G l m x A r 

donné par les racines simples de G et les caractères oty. On remarque que comme l’on divise par 
Z+, la partie centrale disparaît. Fixons A = ^ \ x [x\ £ Div + (X, T). Nous avons vu que Div(X, T) 

lEX 

est muni d’une action du groupe de Weyl W, on considère alors l’élément —wq\ £ Div + (X, T) où 
wo est l’élément long du groupe de Weyl. D’après ci-dessus, nous obtenons une flèche : 

—wqX : X —> [Aq/Z+\. 

Nous avons le morphisme d’abélianisation a : Vq —> Aq qui est équivariant par rapport à l’action 
du centre Z+ de G+, d’où l’on obtient une flèche : 


a : [V G /Z + ] [A g /Z+\. 

Posons alors V G := (—wq\)* \V g /Z+\. Nous obtenons un espace fibré sur X. Le semi-groupe de 
Vinberg admet un ouvert lisse Vq (cf. sect ll.ll) et on note de la même manière Vq° l’espace tiré 
sur X par la flèche —WqX. 


Définition 2.1. L’espace de Hitchin Ai\ est le champ des sections 

Hom(X, [Vè/G]) 

où G agit sur Vq par conjugaison. Il classifie les couples ( E, (f>) avec E un G-torseur sur X et <f> 
une section de l’espace fibré au-dessus de X 

V£ x G E. 

Nous avons également l’ouvert M\ qui classifie les sections 

: AT \Vq°/G\. 

On définit également l’ouvert régulier Ai r ^ 9 de Ai x par le champ des sections : 

M \ e9 := Hom A -(X, [v£ re 9 /G]). 

avec VQ re9 = (— woX)*\yQ 9 / Z + \ et où Vq £9 C V g désigne le lieu où la dimension du centralisateur 
est minimale. 
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Passons à la définition de la base de cette fibration. Nous avons un morphisme de Steinberg 

X+ : Vg -t €+ 

ainsi qu’un morphisme de projection p\ : [C+/.Z+] — >• [Ag/Z+\, qui est lisse de dimension relative r 
si Gder est simplement connexe d’après le théorème 11.11 On note le changement de base à X. 
On définit alors la base de Hitchin A\ comme le champ des sections 

h a : X —>■ 

Grâce au morphisme de Steinberg \ + , nous avons une fibration 

/ : Ai\ —> A\ 

donnée par f(E,(f>) = x+(4>), dite de Hitchin-Frenkel-Ngô. Si l’on suppose de plus, G semisimple 
simplement connexe, alors Ci est un fibré vectoriel de rang r et l’on a : 

A\ = (BH 0 (X,O x ((u) h -w 0 A». 
i =1 

Remarque : A ce stade, il est important de remarquer que A4\ peut être vide si nous n’imposons 
pas de conditions sur A. Nous avons une suite exacte de la forme : 

1-- G der -- G G l m -- 1 

En particulier, étant donné un point (E,cfi) G A4\ (fc) en considérant detc(0), cela nous fournit 
Z-fonctions sur la courbe X dont le degré est deg (w-, —wqA). Cela impose donc que : 

V 1 < i < Z, deg (w-, -tu 0 A) = 0, 

hypothèse que nous ferons par la suite systématiquement. Dans ce cas, la base de Hitchin pour le 
groupe G est donné par : 

A x = © ( H°(X , 0x((w', ~w 0 X))) - {0}) © © H°(X, Ox((u>i,-woX))). 

3 =1 *=1 

En particulier, une condition nécessaire pour que A4\ soit non vide est que de plus : 

(3) VI < j < l, H\X, Oa-«©, -w q X))) ï {0}. 

et dans ce cas O a -((w' , — woA)) = O x - 

Remarque : Nous verrons également par la suite (cf. sect. [9]) que pour que Ai a soit non vide 
pour un groupe semisimple quelconque, il faut ajouter d’autres conditions topologiques. 

2.2. Le champ de Hecke. 

Définition 2.2. Pour un ensemble fini de points fermés S. On définit le champ de Hecke Hs, 
dont le groupoïde des R-points Hs(E), pour une k-algèbre R, est constitué des triplets (E,E',/3) 
où E,E' sont des G-torseurs sur Xr := X X/~ R et (3 un isomorphisme : 

-h'\x R -r S R t E\x R _r s R ■ 

où T s ,r désigne le graphe des points x de S dans Xr. 

Nous avons une flèche 

inv : Hs -> [Ks\ Gr s ] 

qui associe à un triplet (E,E',/3) la position relative du triplet local (Es,Es >où Es est la 

restriction de El à Ds■ Pour A = A s [s] G Di v + (X,T), on note in vs(E,E',/3) = A si la paire 

ses 

(E, E 1 ) est en position relative A. 
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Définition 2.3. Pour A = ^2 A s [s] £ Div + (X, T), on considère alors le sous-champ fermé l~l\, 

ses _ 

qui est l’image réciproque du fermé Gr> par la flèche inv. 

Remarque : D’après Varshavsky [521 Lem. 3.1], 7~L\ est un champ algébrique localement de type 
fini sur k. Nous en déduisons donc que H a une structure de ind-champ algébrique. Nous avons 
deux projections pi et P 2 ■ 


T-Ls 



Bunc Bung 

où pi(E, E', /3) = E et p2(E,E',/3) = E'. Les fibres de pi et p 2 sont des formes tordues de la 
grassmannienne affine Grg. De plus, le sous-champ fermé H\ est fibré au-dessus de Bunc en Gp. 
Nous avons la proposition suivante due à Varshavsky [52J A.8c] : 

Proposition 2.4. Il existe un morphisme V —> Bunq lisse à fibres géométriquement connexes tel 
que T~L\ xBunc V est isomorphe àVXk Gt\, le produit fibré se faisant indifféremment pour p\ ou 
P 2 - En particulier, les projections sont plates, projectives et algébriques au-dessus de Bunc- 

2.3. Le champ de Picard. On suppose que Gder est simplement connexe pour disposer d’un cen¬ 
tralisateur régulier. Le centralisateur régulier va nous permettre d’obtenir une action d’un champ 
de Picard sur les fibres de Hitchin. Nous avons construit une section de Steinberg e+ et un centra¬ 
lisateur régulier J qui est un schéma en groupes commutatifs et lisses muni d’un morphisme : 

x*+J —t I 

qui est un isomorphisme sur l’ouvert Vff 9 et / le schéma des centralisateurs des éléments de Vq 
dans G. On tire alors le centralisateur régulier J en un schéma J x := (—u>o\)*J sur CA. Pour tout 
S-point de A\, on a une flèche h a : X x S —» <£ x . Posons J a := h* a J x l’image réciproque de J x sur 

£+• 

Définition 2.5. On considère le groupoïde de Picard V a (S) des J a -torseurs sur X x S. Quand a 
varie, cela définit un groupoïde de Picard V au-dessus de A\. 

La flèche x+J I induit pour tout S-point ( E , cfi) au-dessus de a une flèche 

J a -t Aut xxs{E, 4>) = 

avec I le schéma des centralisateurs des éléments de Vq dans G. On en déduit alors une action du 
groupoïde de Picard V a {S ) sur le groupoïde A4\(a)(S), et donc une action de V sur M.\. Nous 
allons voir que cette action est simplement transitive sur l’ouvert régulier. Nous avons besoin pour 
cela d’extraire des racines, nous faisons la définition suivante : 

Définition 2.6. Soit n £ N et A £ Div + (X, T). On dit que «n divise A », noté n|A, s’il existe 
£ Div + (X, T) tel que pour tout ui £ X*(T) + , nous avons : 

deg((w, —wqX}) = ndeg((w, -w 0 A')). 

De même que pour les fibres de Springer affines, on a la proposition tirée de [5] Prop. 3.6] : 

Proposition 2.7. Si c|A, avec c = |7Ti(G)|, alors l’ouvert M'fj 9 est une gerbe sous l’action de V, 
neutralisée par la section de Steinberg. 

Dans la suite, nous supposerons que l’hypothèse c|A est vérifiée. 
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2.4. Les z-extensions. Dans la suite pour analyser la fibration de Hitchin d’un groupe connexe 
réductif G, il sera commode de pouvoir se ramener au cas d’un groupe G' tel que G' der est simplement 
connexe, pour lequel la géométrie de la fibration est plus agréable. Soit G connexe réductif déployé 
sur F q . Soit v une place de x et F v le complété à la place v du corps de fonctions F de X. La 
proposition suivante est due à Kottwitz m sect.4] : 

Proposition 2.8. Il existe un groupe connexe réductif déployé G' sur X de G qui est une extension 
centrale par un tore Z tel que : 

- G' der est simplement connexe. 

- G'(F V ) se surjecte surG(F v ). 

En particulier, étant donné un élément A G Div(3f, T), on peut le relever en un élément A G 
Div(À", T) en relevant localement chaque X x . Néanmoins, pour s’assurer que A4^ soit non-vide, à 
un certain nombre de points où X x = 0, on le relève en A S Z(F X ) non nul de telle sorte que la 
condition ([3]) soit vérifiée. Nous obtenons alors un carré commutatif : 


M 5 


A 


■M> 


A\ 


2.5. Les ouverts Af et Alt- Nous avons besoin d’introduire des ouverts de A\ pour lesquels 
nous avons plus de prise sur la fibration de Hitchin. Ils seront étudiés de manière approfondie 
ultérieurement. On rappelle que nous avons un morphisme fini plat VH-équivariant : 

0 :V T ^ £+. 

ramifié le long du diviseur discriminant 23+ = (J Ker(a). On note toujours 23+ C £+ son image 

a£R 

dans £+ que l’on tire ensuite sur C+ en un diviseur 23 a := (—woA)*23 (on tire de même Vr en V^)- 
On rappelle que nous avons introduit dans 11 .81 un ouvert fortement régulier semisimple €.l~ rs C £+. 
On note 23^ -rs son complémentaire. 

Définition 2.9. On définit l’ouvert génériquement fortement régulier semisimple Al^ C A\ consti¬ 
tué des a G A\ tels que a(X) <£_ 23{ -rs ainsi que l’ouvert transversal Af^* constitué des a G Af^ qui 
intersectent. transversalement le diviseur discriminant 23 a- 

Remarque : En particulier, on a l’inclusion : 

Alt C Alt- 

Pour a G Al?, on a une section h a : X —> £?. On pose X a le revêtement fini plat obtenu en tirant 
par h a le revêtement 

Vf> -> £?. 

L’ouvert Al^ a la propriété agréable que le champ de Picard est lisse au-dessus de celui-ci. 

Proposition 2.10. Supposons Gder simplement connexe. Pour tout a G Alf, 

H°(X,Ue(J a )) =Ue(Z G ). 

Le champ de Picard V^ := V Xa x -^a es t ^ sse sur -^a • En particulier, si G n’a pas de tore central, 
alors V a est un champ de Picard de Deligne-Mumford. 
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Démonstration. De la description galoisienne ll.61 on déduit que le groupe H°(X, Lie(J a )) s’identifie 
aux sections TE-équi variantes : 

s '■ X a —> t. 


Comme on a vu que X a est une courbe propre géométriquement connexe et réduite, 

H°(X a , t) = t. 

et donc en prenant les TE'-invariants, on déduit de l’annulation , que 

H°(X, Lie( J a )) =Ue(Z G ). 


Le schéma J a est un schéma en groupes commutatif et lisse, l’obstruction à déformer un J a -torseur 
gît dans H 2 (X, Lie( J a )), qui est nul comme nous sommes sur une courbe. En particulier, V a est 
lisse. Enfin, comme la dimension du H° est constante, on en déduit que la dimension de l’espace 
tangent reste constante, d’où la lissité de V xa x At'\ sur De plus, nous avons : 

H°(X,J a )=T w 


lequel est fini non-ramifié si G n’a pas de tore central et T premier à la caractéristique. Ainsi, sous 
cette hypothèse, V a est bien de Deligne-Mumford. □ 

Corollaire 2.11. L’ouvert régulier M' x 9 ’^ est lisse au-dessus de . 


En général, la fibration de Hitchin n’a aucune raison d’être lisse. Néanmoins, la situation est plus 
agréable au-dessus de l’ouvert transversal .4^ d’après [6] Prop. 25] : 

Proposition 2.12. Soit A4 r x 9 ’° la restriction à .4^ de A4 r x 9 et f° : A4 r x 9,<> —> A x , alors nous 
avons un carré cartésien : 


M reg,o 


AŸ 


■M x 

S 

~ x 


en particulier, pour tout a € A x , nous avons Xi\(a) = M' x 9 (a). 


Définition 2.13. Pour un entier N et A G Div + (X, T), on dit que N -< A si, pour tout oj S X*(T) + 
non nul, nous avons : 

deg((w, -w 0 \)) > N. 


Maintenant, il nous faut s’assurer que l’ouvert *4^ est bien non vide, ce qui fait l’objet de la 
proposition suivante : 

Proposition 2.14. Supposons 2 g -< A, alors V'ouvert est non vide. 


Démonstration. Si Gder est simplement connexe, la preuve est identique à celle de Ngô [421 Prop. 
4.7.1]. Dans le cas général, on considère G' une z-extension de G et on relève A en A. On a alors 
une application 


A x —> A\, 

qui induit une application .4^ —> comme on vient de voir que Al-" est non vide, il en est de 

même de □ 
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3. Le complexe d’intersection de M\ 


Nous voulons dans cette section calculer le complexe d’intersection de l’espace total de Hitchin 
A4\. Nous avons vu qu’au-dessus de l’ouvert la fibration de Hitchin était lisse, nous allons 
maintenant l’étudier sur un ouvert plus gros que qui prendra en compte les singularités de 
l’espace de Hitchin. Cet ouvert sera suffisamment gros pour les applications locales que nous avons 
en vue. 


3.1. Le théorème de transversalité. On note F le corps de fonctions de notre courbe projective 
lisse géométriquement connexe X de genre g définie sur un corps algébriquement clos k. Soit G un 
groupe connexe réductif déployé avec Gder simplement connexe. On renvoie à [6j sect. 4.2] pour les 
preuves. 

On considère un diviseur A G Div + (X, T) et on note S = supp(A). On dispose du diviseur 
discriminant T)\ sur £+. Considérons le sous-schéma 

Af d := {a G *4a| V x G X, d x (a) < d}, 

lequel est ouvert. Pour tout a G A\, nous avons une décomposition en somme de diviseurs : 

A(u) = A^fa) -f- A S j ng (u), 

où A s i ng (a) = Y d x (a) [ir] . On considère la fonction : 

x\ d x (a)> 2 


*smg 


Nous avons alors le lemrne suivant : 


Ax -t N 

a M- deg(A sing (a)) 


Lemme 3.1. La fonction d S i ng est semi-continue supérieurement, i.e. pour tout d G N, le sous- 
schéma de A\ constitué des a G A\ tels que d S i ng (a ) < d est ouvert. 


Nous allons avoir besoin d’un autre invariant pour définir le bon ouvert. On rappelle que nous 
avons A = Y A æ [x] et S = supp(A). On fixe un point fermé t G X , tel que A É ^ 0, il va jouer le 

XÇlX 

rôle de point auxiliaire. On note alors Sq = S — {t}. Pour chaque point fermé iGSo, nous avons 
un schéma Vq au-dessus de D x = Spec(0 æ ) le voisinage formel autour de x. Ce schéma est lisse 
en fibre générique. Soit alors l’entier 


p l pElk 

x • X'/O, 


où l’on renvoie à [6, Déf.39] pour la définition. Cet entier mesure la singularité du schéma Vq x , il 
est à noter que si \ x = 0, alors e' x = 0, puisqu’à ce moment-là, nous sommes dans le groupe. On 

note alors e x = max((2p, \ x ) , e' x ) et e = e x■ On considère alors l’ouvert suivant : 

œgSo 


Définition 3.2. On rappelle que nous avons fixé un point fermé t G X, tel que At ^ 0. Pour un 
entier d G N, on définit le sous-schéma A^f~ d C A^ d constitué des a G A^ d tels que : 

- d t (a) = 0. 

— 3d S i n g(a) + (3e -I- 2d + 1) (Soi "h 2 g — 2 A. 

Proposition 3.3. Le sous-schéma A t ’f~ d C A^ d est ouvert. 

Remarque : Cet ouvert Af- d peut sembler artificiel, mais pour les applications au lemme 
fondamental il est suffisant. En effet, nous aurons en un point x de la courbe un cocaractère 
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dominant X x et un discriminant local d x ; pour globaliser le problème nous aurons juste à prendre 
le A t aussi grand que l’on veut, de telle sorte que l’inégalité 

3 dsing(a) + (3e + 2 d x + 1) |iSo| + 2g — 2 -< A, 

puisse être remplie. 


On forme le carré cartésien : 


-jrjb,<d 


À 


b ,<d 


■Mx ■ 


A 


On pose alors 

M b A = U M^- d , 

de N 

le théorème principal est alors le suivant [6J Thm. 30] : 

Théorème 3.4. Soit G un groupe connexe réductif déployé tel que Gder est simplement connexe, 
alors le champ Mx est équidimensionnel, soit m sa codimension, alors on a l’égalité suivante entre 
les complexes d’intersections : 

(A ^[-m}IC^=IC^ x . 


Nous allons avoir besoin d’un résultat plus général duquel le théorème ci-dessus se déduit. On 
rappelle que nous avons S = supp(A). D’après [5¥ , Prop. 1.10-1.14], si nous avons un diviseur 

N = rii[xi]ccvec des ni suffisamment grands par rapport à A, nous disposons d’une flèche lisse : 

ieS 


g : H\ —b [Gr^/Gjv]- 


où G n := R-es^v/fc G est la restriction à la Weil de G à, N. Nous obtenons donc une flèche composée : 

g b '■ M\ b [Gr A /Gjv] 

Nous avons fixé un point auxiliaire t G X tel que A t ^ 0. Comme en ce point, on impose au 
polynôme caractéristique d’être régulier semisimple, l’image de f b va tomber dans l’ouvert 

U := Gr A , x n G?a 8 - 

S^t 

Posons 'Hx := g -1 (G), Gr A := J} Gr Aa et p : U —b Gr A . On considère alors la flèche g 9 composée 

S^t 

avec p : 

0 b : M x -t [Gr A /Gjv] 

avec G' n := Resjv- nt [t]/fc G. La proposition est la suivante [BJ Prop. 32] : 


Proposition 3.5. La flèche 0 b est lisse. 


3.2. Le cas général du théorème de transversalité. Nous avons besoin d’étendre ce résultat 
à un groupe connexe réductif G quelconque. 
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On considère p : G' -A G une z-extension de G par un tore déployé Z. Soit A qui relève A, on 
forme le carré cartésien suivant : 

M- x - -H x 

Mx — ^n x 

On a un isomorphisme naturel Gr A —»• Gr A , en particulier pour la topologie lisse, T~L X est isomorphe 
à Bunc xGr A et comme la flèche Biinc —> Bunc est lisse surjective, il en est donc de même de la 
flèche A4 X —* A4 \ et il nous suffit donc d’étudier le complexe d’intersection de A4 X . 

Pour un G'-torseur E sur X, on désigne par p*E le G-torseur sur A' qui s’obtient par poussé en 
avant. Le champ A4 X classifie les paires ( E , E', </>) telles que p*E = p*E', p(<j)) G H°(X, Vq A g p*E) 
et <f> une modification bornée par A. En particulier, la condition p*E = p*E' implique que E et 
E' ne diffèrent que d’un Z-torseur, donc on obtient que A4 x classifie les paires (E, C , <j>) avec C un 
Z-torseur et E' = E A G L, où l’on a poussé C en un G'-torseur. Nous obtenons donc une flèche 
canonique A4 X —> Bunz et la fibre au-dessus du fibré trivial est isomorphe à A4 x . On a alors la 
proposition suivante : 

Proposition 3.6. Localement pour la topologie lisse sur Bunz, la, fibration A4 X -A- Bunz est iso¬ 
morphe à A4 X Xk Bunz- En particulier, nous obtenons que : 

(ATI—m]/G^=JG^. 

Démonstration. Soit 7r : S -A Bunz un atlas lisse surjectif avec S un schéma, soit C le iT-torseur 
universel sur Bunz alors 7 x*C est localement trivial pour la topologie de Zariski. On obtient alors de 
la même manière que |52j Lem. 4.1] que A4x XBun z S est isomorphe à A4\ XfcBunz. L’assertion sur les 
complexes d’intersections provient alors du théorème de transversalité 13.41 ainsi que du diagramme 
commutatif : 

M\ -- *Ü- X 



M\ - 


où le carré du diagramme est cartésien avec des flèches verticales lisses. □ 

On a de manière analogue une flèche : 

9 b : A4 X —t [Gr A /Gj v ] 

avec G' n := Resjv-n t [t]/fc G et on obtient pour un groupe connexe réductif général que : 
Proposition 3.7. La flèche 9 b est lisse. 

4. Les fibres de Springer affines 

On s’intéresse dans ce paragraphe à la variante locale des fibres de Hitchin, les fibres de Springer 
affines. On rappelle certains résultats de [S] que l’on complète. 
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4.1. La formule de dimension. Soit F = k{{ tt)) un corps local, d’anneau d’entiers O et de corps 
résiduel k algébriquement clos. Soit G connexe semisimple simplement connexe. Soit K = G{0). 
On se donne A G X*(T) + . On considère alors a G <£à_(0) tl £+ rs (F). Nous faisons alors la définition 
suivante : 

Définition 4.1. On définit la fibre de Springer affine Ai\(a) (resp. A4\ es (a)J comme le fondeur 
dont le groupoïde des R-points pour une k-algèbre R est : 



muni d’un isomorphisme entre la restriction de hE,<t> + à X*xR et la section de Steinberg [e+] A (a) G 
[V^ e9 /G\, (resp. les morphismes hE, 4 > + qui se factorisent par [Vg ’ re9 /G x Z + ]). 

Lemme 4.2. Si l’on regarde les k-points de A4\(a), en négligeant les nilpot.ents, il s’agit de l’en¬ 
semble suivant : 

{g G G(F)/K | g-^ 0 g G v£'°(0)}. 
où 70 = e+(a). Celui-ci étant non vide par définition. 

Remarque : La condition que a G €ff(0), nous donne que 70 = pour un certain 

7 G Ktt x K. 

4.2. Symétries d’une fibre de Springer affine. On rappelle que I := {(g , 7 ) G G x Vq\ 575 -1 = 
7 }. Nous avons défini le centralisateur régulier J, dont nous avons vu qu’il était muni d’un mor¬ 
phisme : 

x*+J I, 

qui est un isomorphisme au-dessus de Vq €9 . On se donne alors une section h a : X —> , nous avons 

l’image réciproque J a = h* J. 

Définition 4.3. Considérons le groupoïde de Picard P(J a ) au-dessus de Spec(fc) qui associe à toute 
k-algèbre R, le groupoïde des J a -torseurs sur R[[ir]\, munis d’une trivialisation sur R((n)). 

On définit une action du champ P(J a ) sur A4\(a). En effet si (E,(f> + ) G Ai\(a)(R), on a un 
morphisme de faisceaux : 

J a Aut (E. </>-)_) 

qui se déduit de la flèche \* + J —>• I. Celui-ci permet de tordre (E, </> + ) par un J a -torseur sur XxR 
trivialisé sur X ullet xR. On a alors la proposition suivante [U Prop. 3.6] : 

Proposition 4.4. [y + ] : [Vffi 3 /{G x Z + )\ —»• [<t + /Z+] est une gerbe liée par le centralisateur J et 
neutre. 

En particulier, la fibre de Springer A4 r ^ 9 (a) est un espace principal homogène sous V(J a ). Dans 
la suite, c’est ce qu’on appellera l’orbite régulière. 

On considère alors la flèche finie plate surjective, génériquement étale : 

9 : > £*. 
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Nous avons le diviseur discriminant 33+ = (2/9,33) C dont le lieu de non-annulation s’identifie 
au lieu régulier semisimple d’après ©• On le tire alors sur la base £4 en un diviseur noté 33 a- Pour 
a £ <£+(0) fl <£+ (F), on pose d(a) := val(a*33A)- Nous allons donner une formule pour d(a). Soit 
t+ = ( TT~ w ° x ,t ) £ Vjt(F) tel que Q(t+) = a et où F est la clôture algébrique de F et O son anneau 
d’entiers. Par le critère valuatif, on a que f+ £ Vf (O) et on déduit : 

(4) d{a) = (2/9, A) + val(det(Id - ad(t) : g(F)/g t (F) g(F)/g t (F))), 

avec Qt l’algèbre de lie de son centralisateur. Nous avons alors le théorème suivant [5j Thm. 3.7- 
Cor. 3.9] : 

Théorème 4.5. Soit a £ £^(0) n£!J s (F), on considère la fibre de Springer affine A4 a (a) introduite 
dans la définition \f. 1\ alors nous avons : 

(i) La fibre de Springer affine A4 a (a) est un k-schéma localement de type fini. 

(ii) On a la formule de dimension : 

dim V(J a ) = dim A4 a (a) = d V )~ c <. a ) _ 

où c(a) = r — rg+(J a (F)) et rg F désigne le rang du plus grand sous- tore F-déployé de 
Ja(F). 

On note ô(a) = dimV(J a ), l’invariant <5 local. 

4.3. Miscellanées sur les fibres de Springer affines. Nous avons un résultat de locale constance 
des intégrales orbitales : 

Proposition 4.6. Soit a £ G3) (C3) 0 (t > f rs (F ). Il existe un entier N tel que pour toute extension 
finie k' de k, pour tout a' £ £/) (0 <S>k k') tel que 

a = a' mod tt n , 

la fibre de Springer M\(a') muni de l’action de V(Ja') est isomorphe à A4a(u) <8>fc k' munie de 
l’action de V{J a ') ®k k'. 

Démonstration. La preuve est la même que |42l Prop 3.5.1]. □ 

Nous terminons ce paragraphe sur les fibres de Springer affine en montrant qu’elles admettent un 
quotient projectif. Nous avons besoin d’écrire la grassmannienne affine G(F)/K comme une union 
de variétés projectives Xi pour i £ N où 

Xi = {xG G(F)/K | ad (x)V G (0) C n~W G {0)}. 

r 

Cette variété est bien projective car elle est fermée dans le produit ]”[ Xf k avec 

fc=i 

X“ k = {x£ G(F)/K | ad(z)End(KJ(0) C tt"*) End(Kj(0)}. 
lesquelles sont projectives par Kazhdan-Lusztig [271 p. 133]. 

Proposition 4.7. Soit a £ £+(0) fl £ F rs (F), il existe un entier n £ N tel que : 

A4 a ’ = A Q (Af Q ni„). 

avec A q = T a (F) /T a (0) où T a désigne le plus grand tore déployé de J a . De plus, A a agit librement 

— r — r À,red . . 

et donc Le quotient A4 a /A a est projectif. 
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Démonstration. Nous reprenons les arguments de Kazhdan-Lusztig E3 Prop. 1] auquel nous ren¬ 
voyons pour les détails. On commence par prouver le résultat dans le cas où 70 = e+(a) est déployé. 
En utilisant alors la décomposition d’Iwasawa, on prouve que pour tout x G A4^' red , il existe un 
élément A G A a tel que Xx G Y a où 

Ya := {g G U(F)/U(0)\ g-^og & V$(0)}. 

Maintenant que nous nous sommes ramenés à U (F)/U (O), pour S G N on considère Vg(0)$ le 
sous-ensemble des éléments 7 G Vq (O) tel que val A ( 7 ) = <5 et on montre alors qu’il existe un entier 
n(S) tel que pour tout 7 G Vq((D)s, on ait 

Y 7 C X n ^ * 

Cela s’obtient en passant par les groupes radiciels et en identifiant U (F) avec F r . On l’applique 
alors à e+(a) pour obtenir la proposition dans le cas déployé. Pour le cas général, on passe à une 
extension finie pour déployer 70 et on redescend ensuite par un argument de cohomologie galoisienne 
(23 P 135], □ 

4.4. Modèle de Néron et groupes des composantes connexes. L’étude du groupe des com¬ 
posantes connexes de V(J a ) se justifie par la proposition suivante : 

Proposition 4.8. L’ensemble des composantes irréductibles de la fibre de Springer affine est en 
bijection canonique avec le groupe des composantes connexes de V(J a ). 

Remarque : Cette proposition est un corollaire de la densité de l’orbite régulière, dont on 
repousse la preuve au corollaire 15. 151 

Dans cette section, nous passons en revue les résultats établis par Ngô dans j42] sect. 3.8, 3.9]. 
Maintenant que nous avons introduit les bons objets, les preuves s’étendent telles quelles dans ce 
nouveau contexte. On suppose ici que k est un corps de clôture algébrique k. On rappelle que 
X = Spec(O) et on surmontera d’une barre tous les objets que l’on étend sur k. D’après Bosch- 
Lütkebohmert-Raynaud [SJ ch 10], il existe un unique schéma en groupes lisses de type fini jj] sur 
X de même fibre générique que J a et tel que pour tout schéma en groupes lisses de type fini J' sur 
X, de même fibre générique, on a un morphisme de groupes J' —> induisant l’identité sur les 
fibres génériques. En remplaçant dans la définition 14.31 J a par J^, on obtient un ind-groupe V(J\) 
sur k. Le morphisme canonique J a —> J £ induit un morphisme sur les ind-groupes V(J a ) —>• P(J^). 

Lemme 4.9. Le groupe V(J^) est homéomorphe à un groupe abélien libre de type fini. Le morphisme 
P '■ F {Ja) —> F(Ja) est surjectif et son noyau est un schéma en groupes affines de type fini sur k. 

Introduisons le revêtement caméral, il s’insère dans le diagramme cartésien suivant : 

X a -- E t a . 

e a e 

X — 

Nous allons donner une interprétation galoisienne de F a en fonction de la normalisation de ce 
revêtement caméral. 

Proposition 4.10. Soit X^ a la normalisation de X a . Alors le modèle de Néron admet la des¬ 
cription galoisienne suivante : 


22 








Ji= n (Txx b a ) w . 

x^/x 

On écrit X a = Spec(Ô a ) et X b = Spec(Ô^). 

Corollaire 4.11. On en déduit une autre formule pour la dimension de V(J a ) ■' 

dim V(J a ) = dim s (t + <g> 0 Ô b a /Ô a ). 

Passons à la description du groupe des composantes connexes. Pour a : X —>• C+ génériquement 
régulier semisimple, nous avons un schéma en groupes J a lisse abélien sur X. Nous allons déterminer 
la structure de 7To (P ( J a ) ) • Pour un groupe abélien de type fini A, posons 

A* := Spec«MA]). 

Comme a est génériquement régulier semisimple, on obtient que le revêtement caméral est généri¬ 
quement un IP-torseur. En choisissant un point géométrique de X a au-dessus du point générique 
de X, on obtient un morphisme de groupes : 

7 r* : / := Gal(F/F) ->■ W. 

Ce morphisme va nous permettre de décrire la structure du 7To. Soit le sous-schéma ouvert des 
composantes neutres de J a . Nous avons une suite exacte : 

1 -- 7 T 0 (J a ) -- J a (F)/J° a (Ô) -- J a (F)/J a (Ô) -- 1 

d’où l’on obtient la suite analogue pour les 7To : 

MJa) -- M'P(Ja)) -- M'PW) -- 1 

Proposition 4.12. Le choix d’un point géométrique de X a au-dessus du point générique de X nous 
donne un isomorphisme canonique entre 

M'P(Ja))* 

et 

MnJa))* 

où T(7T*(/)) désigne le sous-groupe de T v aC) êtes éléments k G T tels que xo(V(J a )) est dans le 
groupe de Weyl Wh de la composante neutre F[ du centralisateur k dans G. 

5. Le champ de Picard 

5.1. Morphisme degré. A la suite de Chaudouard-Laumon CH 5.3-6.1], nous avons besoin de 
définir un morphisme degré. Soit a G A\, de la flèche x+J —>• J 1 , on déduit un morphisme de 
schémas en groupes 

J a ^ S 

où l’on rappelle que S := G/Gder et que / désigne le centralisateur dans G des éléments du Vinberg. 
Nous déduisons alors une flèche entre les classifiants sur X : 

V a -t Bung 

et du morphisme degré B (S) —> X t (S), nous obtenons un morphisme entre champs de Picard : 

deg : V a -*■ X*(S) 
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avec a G Ax, où l’on voit X*(S) comme un fc-champ de Picard constant. On pose alors V\ := 
Ker(deg : V a —» A'* (S 1 )). On obtient un sous-champ de Picard ouvert de V a . En faisant varier 
a G Ax, on obtient un champ de Picard P 1 , ouvert dans V , qui contient fibre à fibre V° et qui agit 
sur A4\. On considère le sous-champ ouvert des fibres de degré zéro. On a bien une action de 
V 1 sur m\. 

5.2. La courbe camérale. Soit X une courbe projective lisse géométriquement connexe sur un 
corps fini k. On note X = X && k. Soit un groupe G connexe réductif déployé, tel que Gder est 
simplement connexe. On suppose car(fc)A|W| = 1. Soit A G Div + (A,T) tel que c|A avec c = |7r 1 (G)| 
au sens de la définition 12.61 La base de Hitchin se décrit alors de la façon suivante : 

Ax = ( k*y © é H°(X, O x {(w it -wo A))), 

i— 1 

où l est la dimension du centre de G. Soit le carré cartésien : 

X -^ v£ 

e 

x xAx —e:^ 

où le morphisme horizontal du bas associe à ( x,a ) l’élément a(x). Le morphisme vertical de droite 
est fini plat muni d’une action de W. 

Soit U C X x A\ l’image réciproque de C C+ dans X x Ax- Le morphisme de projection 
p : X x Ax —>• Ax étant lisse, en prenant l’image de U par p, nous obtenons l’ouvert A^ C Ax, 
introduit précédemment, dont les fc-points sont : 

A%(k) := {aeAx\a{X)<£®x}, 
où T<x désigne le diviseur discriminant. 

Remarque : Comme Gder est simplement connexe, il n’y a pas de différence entre régulier 
semisimple et fortement régulier semisimple. 

En prenant la fibre en chaque point a G Ax(k) de la flèche X —» X x Ax on obtient le revêtement 
caméral : 

9 a :X a -> X. 

Nous avons le lemme suivant [121 Lem. 4.5.1] : 

Lemme 5.1. Pour tout a G A^(k) le revêtement caméral 9 a : X a —x X est génériquement un 
W-torseur et la courbe camérale X a est réduite. 

Pour a G Ax(k), on construit alors le revêtement X PtŒ qui s’insère dans le diagramme cartésien 
suivant : 

X a -^ V.£ 

8a. 8 

X — 

Remarque : En reprenant les notations de O, on a la formule : 

Jl=n a ^(T) w . 
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Proposition 5.2. Supposons A >- 2g ( et ] 2. 13]) . Alors pour tout a G A^(k), les courbes camérales 
X a et Xp a sont connexes. 

Démonstration. On commence par rappeler un théorème de Debarre [121 Th. 1.4] : 

Théorème 5.3. Soit M une variété irréductible et m : M — s- P où P = P " 1 x ... x P" r est un produit 
d’espaces projectifs. On suppose que m est propre au-dessus d’un ouvert V de P. Dans chaque P"% 
on se donne une droite Li telle que pour tout sous ensemble I de {1, on a 

dim (pi(m(M))) > J2 codim(Li) 
ie/ 


où pi est la projection de P sur J~[ P ni . On suppose que L = Li x ... x L r est contenu dans V. Alors 

iei 


m l (L) est connexe. 

On rappelle que nous avons une flèche de projection lisse : 


Pi : .4a —> (k*) 1 


Soit Ç = pi (a) et .4^ la fibre au-dessus de Ç. Pour 1 < i < r, considérons le diviseur Di := (oji, —woX). 
Soit le fibré en droites projectives P(Z3j) au-dessus de X. L’hypothèse sur le degré nous dit que le 
fibré 0(1) est très ample ce qui nous fournit un plongement projectif k : P(Z3j) —> P ni . Ensuite, il ne 
nous reste qu’à reprendre l’argument de sect. 4.6.2] que l’on applique à au lieu de .4 a- □ 


5.3. Le lieu lisse de la courbe camérale. Dans la section 1531 nous avions introduit l’ouvert 
transversal .4^ constitué des a G A\(k) tels que h a : X —s- intersecte transversalement le diviseur 
discriminant Sa- Nous obtenons une caractérisation alternative de l’ouvert transversal à partir de 
la courbe camérale : 


Proposition 5.4. Un point a G A\[k) est dans l’ouvert A^(k) si et seulement si X a est lisse. 

Démonstration. Supposons que a G A^(k), montrons que l’image inverse de cette section sur X x 
est lisse. En dehors du discriminant, le diviseur est étale, donc il n’y a rien prouver. Comme a(X) 
coupe transversalement 23a, il ne rencontre pas le lieu singulier. Un couple ( v,x ) G V^(k) est tel 
que v G X et x est dans la fibre de Vÿ 1 au-dessus de v. En particulier, pour ( v,x) G Vf(k) un 
point d’intersection de a(X ) avec 23 a ~ 23^" 15 , x appartient à un unique liyperplan de racine, on 
peut donc se ramener à un groupe de rang semisimple un. On calcule alors le complété formel de 
la courbe X a en ( v,x ) qui est isomorphe fc[[e„]][[t]]/(t 2 — at + e 2 "”). La condition de transversalité 
impose que la valuation de A = a 2 — 4e 2 " soit égale à un. Cela force donc n v = 0 et val„ (a) = 0 et 
dans ce cas la courbe X a est lisse en (w, x). 

Réciproquement, si a Af(k) et que a(X) coupe le lieu lisse du diviseur discriminant avec 
une multiplicité au moins deux, la courbe n’est pas lisse d’après ci-dessus. Enfin, si a(X) coupe 
D 6 ^' 19 , il est dans au moins deux hyperplans de racines, donc le groupe de monodromie locale 
Tr a {Iv) contient deux involutions distinctes, ce qui est impossible puisque qu’il est cyclique sous 
l’hypothèse que l’ordre de W est premier à la caractéristique. □ 

Corollaire 5.5. Supposons A >>- 2g, alors pour tout a G A^(k), la courbe X a est irréductible. 

Démonstration. On sait déjà que X a est connexe par la proposition [53] comme de plus X a est lisse, 
on obtient que X a est également lisse et comme elle est connexe, elle est irréductible. □ 
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5.4. Modèle de Néron global. De même que pour le cas local, nous pouvons dévisser le champ 
de Picard V a en utilisant le modèle de Néron global. Sa construction est due à Bosch-Raynaud- 
Lütkebohmert [8} ch. 10, par. 6]. On reprend les résultats établis par Ngô dans (421 sect. 4.8], dont 
les preuves sont identiques. 

Rappelons comment s’obtient le modèle de Néron global. Soit a £ A ^ (fc), on considère U l’ouvert 
de X, l’image réciproque a _1 (<T^' rs ). Pour tout x £ X — U, on note D^ llet le disque formel épointé 
en x € X , on a les modèles de Néron locaux de J a ^uiut et on les recolle avec le tore J a ,\Ui pour 
obtenir un schéma en groupes lisse de type fini sur X, J b , muni d’une flèche canonique J a —> J b a - 
En considérant X b la normalisation de la courbe camérale, l’action de W sur X a induit une action 
de W sur X b a . 

Proposition 5.6. (i) Le schéma en groupes J „ s’identifie aux points fixes sous W de la res¬ 

triction à la Weil n (TXxX b ). 
x*/x 

(ii) Le morphisme V a (k) —> 'P b a (k) est essentiellement surjectif. 

(iii) La composante neutre (V b a )° est un champ ahélien, i.e. un produit de variétés abéliennes 
quotientées par des G m agissant trivialement. 

(iv) Le noyau lZ a de V a —> V b a est un produit de groupes algébriques affines de type fini lZ x (a), 
triviaux sauf en les points x £ X — U. 

Nous avons une courbe camérale ir a : X a —> X génériquement étale galoisien de groupe W. Soit 
X b a la normalisation de X a munie d’une action de W. On a alors la description galoisienne pour 

4 - 

(5) t = n ( t x ^) w - 

x\/x 

Pour a £ ( k ), on définit alors S a := dim(7?. Q ). Cet invariant s’écrit comme une somme d’invariants 

locaux : 

(6) Sa := ô v (a), 

xex-u 

où S v (a) est donné par la formule 14.51 De la description du groupe des symétries locales et de la 
proposition 15.61 nous obtenons : 

Corollaire 5.7. Pour tout a £ A^(k), on a la formule : 

S a = dim H°(X,t®c>x . 

Définition 5.8. On définit le sous-ensemble Af nl (k) de A^Çk) constitué des a tels que ttq(T’ a ) est 
fini. 

Remarque : On montre dans la proposition 16.101 que ce sous-ensemble est ouvert. 

_Ç) - 

5.5. Automorphismes. Soit (E,<t>) £ M. x (k). Soit Aut (E,<j>) le faisceau des automorphismes, il 
est représentable par le schéma en groupes I(e, 4 >) = h* E ^/, l’image réciproque de / par hE,tj> ’■ X —»• 
\Vq/G]. Sur l’ouvert régulier semisimple U a de X, ce schéma en groupes est un tore, mais sur X, 
il n’est ni lisse ni plat. D’après [BLR], il existe néanmoins un unique schéma en groupes lisse ll E ^ 
sur X tel que pour tout X-schéma lisse S, on a : 
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Aut(ü', <j>) = Hom x (S, I[e^))- 

La flèche canonique ^ —» Jfe ^ est un isomorphisme au-dessus de U a et par définition : 

Aut (E,ct>) = H 0 (X,lfc <j>) ). 

Comme J a est lisse, nous avons alors une flèche naturelle : 

t . pis 
•J a —T 1 [e,4>) 

qui est un isomorphisme au-dessus de U a , ainsi qu’une flèche : 

jlis _v j\> 

1 (E,(p) J a 

également un isomorphisme au-dessus de U a . 

_Ç? _ 

Proposition 5.9. [32], Prop. 4.11.2] Pour tout (E,(f)) G A4 a (k), on a la suite d’inclusions : 

H°(X, Ja) C Aut (S, <f>) C H°{X, J b a ). 

5.6. Un calcul de dimension. On commence par le cas où G est simplement connexe. 


Lemme 5.10. Supposons X >- 2g — 2, alors A\ est un espace affine de dimension : 

dim A\ = ( p , —wq\) + r(l - g), 

r 

avec p = ^2 coi. 

i—l 

Démonstration. On a : 

deg£* = fl deg(A) = (p, ~w 0 A). 

2 = 1 

Par Riemann-Roch : 


dimiî 0 (A, <£+) — dim H 1 (X, £* ) = ( p , —wqX) + r(l — g) 

Comme A >- 2g — 2, nous avons H 1 (X, C^_) = 0. □ 

Calculons maintenant la dimension du champ de Picard. 

Proposition 5.11. Supposons X 2g — 2, alors pour tout a G A? (k), â.im.(Va) = (p,—woX) + 

r(g - !)• 

Démonstration. D’après la proposition ^. 101 on sait déjà que le champ de Picard est lisse au-dessus 
de A^, donc il suffit de calculer la dimension en un point quelconque a G A^ ( k ). Nous avons une 
flèche : 


a : X —> 


Considérons le carré suivant : 


Va 


A,0 


r A,0 


VA 




où V^’° est l’ouvert O Vq’° et £+° est l’image de V^'° par 0 , qui est plat donc ouvert. On choisit 
alors un point a G A^(fc) tel que a(X ) G ci’ 0 . Par exemple, il nous suffit de prendre un point 
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a G *4^ (fc) tel que pour tout x G supp(A), val(A æ (a)) = 0 où A x (a) est le discriminant local en x. 
Nous avons alors le diagramme cartésien : 

la -- V}’° 

9 a 9 

X -^ £+’° 

De la description galoisienne de J a établi dans la remarque suivant le lemme 15.11 on obtient que 
Lie J a = (0 a .*t) W où 9 a : X a —> X est le revêtement caméral. Par changement de base plat, nous 
avons 9 a X = a*0*t, il nous suffit donc de calculer 9* t. Comme nous avons un isomorphisme entre 
Vj* et Z+ x Ta et que la flèche d’abélianisation : 

Z+x T A ^ A r 

induit un isomorphisme entre Ta et A r , la flèche d’abélianisation est donc un T-torseur. Et de 
l’égalité 0*(yL v \,oJ x ) w = fl c >,o/ Y , nous obtenons : 

(6X) W = (£+)*• 

Le théorème de Riemann-Roch nous donne alors : 

dimTa = dimlï 1 (Â,Lie(J a )) — dimiî 0 (Â, Lie(J n )) = (p, — wqX) + r{g — 1). 

□ 


Pour un groupe connexe réductif tel que Gder simplement connexe, il nous suffit alors d’ajouter 
la dimension du centre pour obtenir la dimension de A\ et pour la dimension du champ de Picard, 
on ajoute (g — 1) dim(Zc). 

5.7. Densité de l’ouvert régulier. On suppose de plus que G est semisimple. On établit formule 
du produit analogue à celle de Ngô |42[ sect 4.15] entre les fibres de Hitchin et les fibres de Springer 
affines. Soit a G A^(k). Soit U l’image réciproque de l’ouvert Cl^’ rs par la flèche a : X —> CA. Le 
recollement avec la section de Steinberg définit un morphisme 

Tl A4 a, æ(o) — t 

xex-u 

Nous avons aussi un morphisme pour le champ de Picard 

TI 'Px(Ja) -> Va, 

xex-u 

qui induit une flèche 

_ n V x {J a ) _ 

: n MxAa) A* e *- U V a - A4\(a) . 

xex-u 

Théorème 5.12. Pour tout a G A^(k), la flèche ip induit une équivalence de catégories sur les 
k -points. 

De plus pour tout a G A^ ni (k), le quotient de J~[ A4 Aa ,(a) x V a par l’action diagonale de 

xex-u 

n K e Va) est un champ de Deligne Mumford propre et 
xex-u 
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_ red n K ed (Ja ) _ 

Ipred ■ n -M XtX (a) A xGX ~ u Va M\(à) 

xex-u 

est un homéomorphisme. 

Démonstration. La preuve est la même que celle de [421 Prop. 4.15.2] une fois que nous avons fait 
appel à la proposition 14.71 □ 

Corollaire 5.13. Pour tout a £ A'" n (k), Ai\(a) est homéomorphe à un schéma projectif. De plus, 
pour tout m £ A4\(a), le stabilisateur de m dans V a est un groupe affine. 

De la formule du produit et du résultat local Prop. 4.24], on déduit le corollaire suivant : 

Corollaire 5.14. Pour tout a £ A^Çk), le complémentaire de A4'ff 9 (a) dans AA\(a) est de dimen¬ 
sion strictement plus petite que AA\ (a). 

En particulier, dimA4^ e9 (a) = dim.A4;\(a) = dim AA\(a). 

Pour montrer la densité de l’ouvert régulier, nous allons maintenant avoir besoin du théorème 
de transversalité 13.41 on rappelle que S = supp(A). 

Corollaire 5.15. La flèche f b : A4^ —* A\ est plate et ses fibres sont géométriquement réduites. 
On en déduit alors que pour tout a £ A\(k), l’ouvert régulier AA'fi 9 {a) est dense dans A4\{a). 

Démonstration. Le morphisme f b a des fibres de dimension constante, la source est Cohen-Macaulay 
d’après le théorème 13.41 et le but est lisse, donc f b est plat. Comme de plus, les fibres A4\(a) sont 
équidimensionnelles, d’après le corollaire 15.141 on en déduit que A4 r fj 9 (a) est dense dans la fibre 
M x (a). □ 

Remarque : Par la formule du produit 15.121 nous obtenons également la densité de l’orbite 
régulière locale. 


6. Stratification 

6.1. Normalisation en famille. De même que dans Ngô, nous allons avoir besoin d’obtenir une 
stratification de A\ en fonction de l’invariant <5, correspondant à la dimension de la partie affine du 
champ de Picard. Nous renvoyons à Ngô [42] sect. 5] pour les preuves qui sont les mêmes dans le 
cas qui nous occupe. 

Définition 6.1. Soit f :Y — » S un morphisme projectif plat à fibres réduites de dimension un. Une 
normalisation en famille est un S-schéma Y b avec une flèche f :Y b —> Y" propre et birationnelle telle 
qu’au-dessus de chaque ouvert U de Y, dense dans chaque fibre de Y au-dessus de S, le composé 
f o £ soit propre et lisse. 

Considérons le foncteur B qui à tout fc-schéma S associe le groupoïde des triplets (a, Ç) où : 

-a_£A*{S) 

- X b une S'-courbe propre et lisse munie d’une action de W. 

- f : Xg —» X a une normalisation en famille IF-équivariante. 

Soit b = (a,Xj],£) £ B(S) un point dans un schéma connexe S. En notant n : X x S —> S la 
projection, sous l’hypothèse que l’ordre de W soit première à la caractéristique et comme S est 
connexe, le faisceau 

t) w 
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est un (Dg-module localement libre de rang S (b). Pour a G A^(k), on a vu que la courbe camérale 
était connexe réduite, donc admet une unique normalisation et la flèche canonique B —> .4^ induit 
une bijection au niveau des fc-points. 

Proposition 6.2. Le fondeur B est représentable par un k-schéma de type fini. 

Fixons un point oo G X(k). On rappelle que nous avons un ouvert .4“ constitué des a G A\ qui 
sont réguliers semisimples en oo. Soit le diagramme cartésien 

-4a-- V^°° 

^ £^’°° 

où la flèche horizontale du bas associe à a G .4“ le point a(oo) et la fibre au-dessus de oo. 
Comme pour a G .4“, a(oo) est régulier semisimple, cela fait de A\ un Woo-torseur au-dessus de 
.4“, où Woo est la fibre du X-schéma groupes fini étale W en oo. 

De plus, le morphisme de A\ —> V^’°° se factorise par le lieu régulier semisimple de Vf’ 00 lequel 
est lisse et géométriquement irréductible. 

Lemme 6.3. Supposons A >- 2g, alors A\ est lisse et géométriquement irréductible. 
Démonstration. L’hypothèse sur le degré assure que l’application linéaire A\ — > Ci est surjective, 
donc la flèche Â\ —»• V^’°° est lisse à fibres connexes. Comme de plus, elle se factorise par le lieu 
régulier-semisimple de on obtient donc le résultat. □ 

On fait alors le changement de base B, de B à A\. En considérant la flèche B —>• A\, on obtient 
par |42l sect. 5.3.3] une stratification de A\ k en localement fermés irréductibles : 

À\ <8>fc k = JJ 4la,V> 

où l’on peut supposer, si B^ désigne l’image réciproque de A\^, que le morphisme induit est fini 
radiciel. On peut également supposer que l’adhérence d’une strate est la réunion de strates, ce qui 
nous permet de définir un ordre partiel sur les strates et donc comme A\ est géométriquement 
irréductible, l’ensemble ’F admet un élément maximal ij)Q. 

6.2. Invariants monodromiques. Soit a = (a, oc) G A\(k) avec oo un point géométrique de X„ 
au-dessus de oo. Soit U a le plus grand ouvert de X au-dessus duquel le revêtement X a —»• X est 
étale. On a alors un morphisme 

7ri(/7 a ,oo) -)• W 

On note W a le sous-groupe de W image de 7r* et I a l’image par 7r* du noyau de la flèche 

7Tl([/ o ,00) ->■ 7Tl(X,00). 

Nous avons par construction, W a C W et I a est un sous-groupe normal de W a , contenu dans 
W a - Nous avons une autre interprétation des groupes W a et I a tirée de Ngô [321 sect. 5.4.2]. Nous 
avons la courbe camérale X a qui est munie d’une action de W. Soit C a la composante connexe 
contenant oo, alors W a est le sous-groupe de W qui laisse stable la composante connexe. I a est 
alors le sous-groupe engendré par les éléments de W a admettant au moins un point fixe sur C a . 
Comme la projection de C a sur X admet une action libre de 0, J 0 est contenu dans le noyau de 

W a . 
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Proposition 6.4. L’application a —> ( I a ,W a ) est constante sur chacune des strates A\ définie 
dans la section précédente. On en déduit donc une application 

if ~t {Iipi Wip), 

définie sur l’ensemble des strates Vf* compatible avec l’application à —> ( I a ,W a ) définie au niveau 
des points géométriques. 

Lemme 6.5. Considérons l’ordre partiel sur les couples (J, W), (Ii, Wi) < ( I 2 , W 2 ) si et seulement 
si W\ C W ‘2 et I\ C I 2 , avec I\ normal dans W\ et W\ C W x 0. L’application 

if ~t (Ii/n Wÿ) 

est croissante. De plus, si A >~ 2g, (I^ G ,W^, G ) = (W,W). 

Démonstration. L’assertion sur la croissance vient de [42j Lem. 5.4.5]. L’assertion sur W^ G , vient 
du fait que pour A >~ 2g, l’ouvert Aff est non vide et que W a = W, pour a G (k). L’assertion sur 
I a vient du fait que c’est un sous-groupe normal de W. La courbe camérale coupe transversalement 
chaque hyperplan de racines, donc I a contient toutes les réflexions s a associées aux murs h a . □ 

De ce lemme, on peut en déduire une stratification de A\ par les couples (/_, W_) où W- un 
sous-groupe de W et /_ est un sous-groupe normal de W- inclus dans W. On obtient que la réunion 
des strates A\,^, avec (/,/,, W^) avec 1^ C I- et W,p C W-, est un fermé de A\ et que la réunion 
des strates A\, avec 1^ = /_ et = W- est ouvert dans ce fermé. On note Ax,(i_,w-) cette 
strate. Nous obtenons alors 

À\ = II -4a ,(i_,wa- 

C i-,w-) 

6.3. Calcul de TTo(V a )- Fixons un point 00 S X(k). On considère l’ouvert A’ff de A\ (g) k défini 
sur k, qui consiste en les points a G v4a(Â’) tels que a(oo) G £+’ r ' 5 (fc). On considère alors en chaque 
point a G -A^°, le champ de Picard V^° qui classifie les J a -torseurs avec une trivialisation en 00 . 

Proposition 6 .6. |42l Prop. 4.5.7] Le fondeur V 00 est représentable par un schéma en groupes 
lisse localement de type fini au-dessus de A'tf 1 . Pour tout a G Aff, le tore J a ,oo a git sur en 
modifiant la rigidification et induit un isomorphisme entre le champ quotient [P%°/ J a , 00 ] et V a . 

Démonstration. La représentabilité vient de la représentabilité du schéma de Picard de la courbe 
camérale. La deuxième assertion est immédiate, elle consiste en l’oubli de la trivialisation. □ 

Soit a G A^(k). Soit U l’image réciproque dans X du lieu régulier semisimple. Au-dessus de U, 
le revêtement caméral est fini étale de groupe de Galois W. En se donnant 6b G X a au-dessus de 
00 , on a un morphisme de groupes : 

7 r* : 7Ti(f7, 00 ) —► W. 

On note W a l’image de 7r* et I a l’image du noyau de ni(U, 00 ) —> ni(X,oo). Soit V' a le champ de 
Picard associé à J°. A nouveau, pour un groupe abélien de type fini A, on note : 

A* = Spec(Q z [A]) 

le groupe affine diagonalisable associé. De la suite exacte : 

0 -- J Q ° - Ja -- 7T 0 (Ja) -- 0 


H\X, J a ) 


nous obtenons une suite exacte longue 

H°(X,MJa)) - ^H\X,J° a ) 
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le dernier terme étant nul comme 7To(J a ) est à support fini. On en déduit la proposition suivante : 
Lemme 6.7. On a une flèche surjective : 

K -»• Va, 

de noyau fini et une suite exacte 

H°(X , 7T 0 ( Ja)) -- MV'a) -*- MVa) -0 . 

Nous pouvons maintenant élucider la structure de TTo{V a ) grâce à [TTJ Lem. 8.3.1-8.4.1] : 
Proposition 6.8. Pour â = (a, oo) G A\(k), on a un morphisme surjectif bien défini 

XflT OG der ) ^ nflVl) 

défini et TTo{V' a ) s’identifie à XflT n Gder)w a - De plus, ces flèches se mettent en famille en un 
morphisme surjectif de faisceaux entre le faisceau constant XflT D Gder) et TTofP 1 ). 

Définition 6.9. On définit le lieu anisotrope A'fl 11 C *4^ constitué des a G *4^ tels que ttq{V}, ) est 
fini. 

Proposition 6.10. Le lieu anisotrope A < f nl C .4^ est un ouvert de .4^. 

Démonstration. Du lemme IÏÏ31 nous obtenons que la réunion des strates Ax,i/> tel que (TC\G der ) w * 
est fini, est un ouvert de A\. Et de la définition du lieu anisotrope, il résulte qu’un point â = 
(a, oo) G A™(k) est dans cet ouvert si et seulement si a G Affl l {k). □ 

Corollaire 6.11. Au-dessus de Af 11 , le champ M l f anl est de Deligne-Mumford ainsi que , p 1 ’ anl . 
Démonstration. De la description galoisienne de ©, nous obtenons que : 

H°(X, J b a ) = T Wa 

Par définition de Affl 1 , nous avons ( T fl G der ) Wa qui est fini non-ramifié comme la caractéristique 

est première à l’ordre du groupe de Weyl. Comme (E, <j>) G il résulte de la proposition 15.91 

que Aut(£ l , cf>) est contenu dans (T n G der ) Wa , donc est également fini non-ramifié. Enfin, comme 
un ouvert de 44^, ° ” est un torseur sous r p 1 ' anl , nous obtenons la propriété analogue pour le champ 
de Picard. □ 


Enfin, il résulte de la proposition 16.81 que nous avons immédiatement : 

Corollaire 6.12. Au-dessus de Aff 11 , est un faisceau en groupes abéliens finis. 

6.3.1. Module de Tate. Plaçons-nous au-dessus de l’ouvert anisotrope. Au-dessus de cet ouvert, 
d’après le corollaire lfi.lll V 1 est un champ de Deligne-Mumford lisse. Notons V° le sous-champ de 
Picard des composantes neutres de V 1 . Posons g : V° —> Aff 11 le morphisme structural. Il est lisse 
de dimension relative d et nous posons : 

T^(V°) = H 2 d -fl g m 

qui est un Q r faisceau sur A’fl 11 . On tire la proposition suivante de [42l Prop. 4.12.1] : 
Proposition 6.13. Il existe une forme alternée 

telle qu’en chaque point géométrique a G A < fl ll {k), la forme if a est nulle sur la partie affine ( R a ) 

et induit une accouplement parfait sur la partie abélienne Tq (A a ). 
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D’après Ngô [42] sect. 4.12], on a une suite exacte de modules de Tate : 

0 -^ % (^)-- (^°)-- % ( 4 .)-- 

où R a est un groupe affine et A a un groupe abélien. Ils sont obtenus de la manière suivante. En 
introduisant un rigidificateur, nous avons vu d’après la proposition 16.61 qu’au-dessus de l’ouvert 
nous avons un schéma en groupes lisse de type fini Voo qui se surjecte sur P°, et l’on fait 
ensuite pour ce groupe la décomposition de Chevalley avec A a sa partie abélienne et R a sa partie 
affine. Cela revient alors à un dévissage de Chevalley pour le module de Tate Tq^V 0 ). 

6.4. Stratification à ô constant. Pour a G A^(k), on rappelle que nous avions un entier S(a) 
égal à la dimension de : 

H°(X, {9l.OfrjOa.Oxa ®o x t) w ). 

Lemme 6.14. La fonction â —> ô(â) est constante sur chaque strate A\,^ pour tout if) G T. 

Nous obtenons alors une application : 

ô : ->• N 

laquelle est décroissante [42] 5.6.2]. Elle vérifie de plus la proposition suivante 

Proposition 6.15. Soit P —> S un schéma en groupes commutatifs lisses de type fini. La fonction 
s —» ô s où ô s est la dimension de sa partie affine, est une fonction semi-continue supérieurement. 
Enfin, si A >- 2g, ô(i/jg ) = 0. 

De cette proposition, nous en déduisons que la réunion des strates A\,q, avec ip G T tel que 
< ô est un fermé de A\ et donc 

A\,s = II A\^ 

S(ip)=6 

est un ouvert dans le fermé défini ci-dessus. D’où nous déduisons la stratification suivante : 

À\ = U .4^,(5 ■ 

<5eN 

7. Codimension des strates A\,s 

Nous voulons prouver que codim(.4,\,(5) > S, ce qui en caractéristique p, pose déjà problème dans 
le cas des algèbres de Lie, nous montrons donc un énoncé analogue à [421 Prop. 5.7.2]. 

Théorème 7.1. Pour un groupe G fixé et pour tout ô G N, il existe un entier N dépendant de G 
et ô, tel que si A >- N alors la strate A\ t s est de codimension plus grande ou égale à ô. 

Cet énoncé va se déduire d’un calcul local. 

7.1. Stratifications radicielles. Soit O = A:[[tt]] avec k algébriquement clos de corps de fractions 
F. Soit F sep une clôture séparable de F. On suppose que la caractéristique du corps est première 
à l’ordre de W. Dans ce paragraphe, on peut supposer, sans restreindre la généralité, que G est 
simplement connexe. On se donne un cocaractère dominant A G X*(T) + . On dira qu’un sous- 
ensemble Y de Ci. (O) est admissible s’il existe m G N tel que Y soit l’image réciproque d’une sous- 
variété de £\(0/-K m 0). Pour a G := C^(O) O £\{F) rs , soit x+ = ( tt~ w ° x ,x ) G T + {F sep ) 

d’image a, le choix de ce point définit un morphisme : 

n a :I := Gai (F sep /F) ->• W, 
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comme la caractéristique du corps est première à W, ce morphisme se factorise par le quotient 
modéré I mod de Gal(F sep /F). On considère alors un générateur topologique de I mod et on note w a 
son image par 7r a . 

Pour toute racine positive a G i?+, on définit une fonction r : R+ —>■ Q+ par : 

r(a) = (a , A) + val(l — a(x)) + val(l — a~ 1 (x)). 

Dans la suite pour un élément t+ := (tt~ w ° x ,t) G Vf (O) et cü € R+, on pose : 

(j> a (t) = (a, A) + val(l — a(t)) + val(l — a -1 (f)). 

Ainsi, nous avons d(a) = val(a*£>A) = ^ r(a). On note c(a) = diin T + — dim(T““), la chute du 

q:G-R+ 

rang torique et d’après la formule de dimension 14.51 on a 

S(a) = 

L’orbite sous W de la paire (w a , r ) ne dépend pas du choix de x. On considère alors le sous-ensemble 
£+ (O) \ W}r ] de C+(0)' constitué des éléments a d’invariant [w, r] fixé. 

Nous allons avoir besoin d’obtenir les strates £+(0)i wr i d’une autre manière dans le même esprit 
que Goresky-Kottwitz-McPherson [221 sect.4.4]. Soit w G W d’ordre l premier à la caractéristique 
du corps. Soit E = F(tt 1 / 1 ) d’ anneau d’entiers Oe- On choisit £; une racine primitive de l’unité et 
on note te l’unique élément de Gal(E/F ) qui envoie t 1 ! 1 sur Çitt 1 / 1 . On considère alors : 

Vf JO) := {u G Vt(Oe)'\ wt e {u) = u}, 
et pour une 0-algèbre A, on pose : 

Vf JA) = Vf JO) ®o A. 

On peut définir un schéma Vf w dont les 0-points sont donnés par l’ensemble ci-dessus. On com¬ 
mence par considérer la restriction à la Weil Reso E /ç, Vf. Pour toute 0-algèbre A, nous avons : 

R- es e> E /o Vf (A) = Vf(OE ®e> 

L’automorphisme te sur Oe/O induit un automorphisme : 

te : Res<p E /e) Vf —s- Res o E /o Vf ■ 

L’action de W sur Vf induit une action sur Reso E /Q Vf qui commute avec l’action de te d’où 
nous obtenons une action de Z/ZZ sur Res o E /0 Vf d u i agit par wte- On considère alors : 

Vf w := (Res o^Vf)^. 

De plus, la flèche Vf —> Ci, induit un morphisme : 

e w : Vf w <£*. 

Enfin, pour une fonction r : R + —> Q + fixée, on introduit le sous-ensemble de Vf w (0) : 

V T ,JO) r := {t G Vf JO) | V a e R+,r{a) = c/>Jt)}, 

dont on vérifie immédiatement qu’il se surjecte par 0 W sur (O) [ WtT y Nous avons alors la propo¬ 
sition suivante : 

Lemme 7.2. Pour toute W-orbite [w,r\, le sous-ensemble £+{0)[ Wtr ] est admissible. 

Démonstration. Posons Y := Vf w (0) r , il nous suffit de voir que Y est admissible comme il s’envoie 
surjectivement sur C* On choisit N tel que pour tout a G R+, r[a) < N. Soient u' G Y et 

u G Vf JO), tels que : 
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Nous voulons montrer que v! G Y, ce qui revient à voir que : 

<Pa(u') = r(a), 

or cette condition peut se vérifier modulo N compte tenu du choix de N, l’égalité u = v! [ 7 r w ] nous 
permet de conclure. □ 

7.2. Une inégalité de codimension. 

Proposition 7.3. Si 5 (a) > 0, alors on a codim[u>. r] > S (a) + 1. 

On commence par montrer l’assertion dans le cas déployé, i.e. w = 1. La preuve suit celle de [22} 
Thm. 8.2.2]. On considère le sous-groupe de Lévi M de G dont le système de racines Rm est donné 
par le sous-ensemble Ri = {a € i?| r(|ci!|) > 1} de R. Les objets correspondant au Lévi seront notés 
d’un indice « M ». 

Lemme 7.4. Supposons que £^ soit de codimension a dans £+ M (0), alors il en est de 

même pour £^(0) r dans £^(0). 

Démonstration. Comme nous avons, £+,m := Vt/Wm-, on obtient un morphisme surjectif : 

g ■ £+,m —> £+■ 

On définit alors le polynôme ,G/m sur Lt par : 

®+,G/M = 2(p - pjvr) Il (!-«(*))■ 
olÇlR—Rm 

Soit Um le complémentaire du lieu d’annulation de 25+ g/m- L’application g est étale au-dessus de 
l’ouvert Um- Le reste de la preuve est maintenant identique à [251 Lem. 11 . 1 . 2 ], □ 

Lemme 7.5. Supposons que £+ r (0) soit de codimension a dans £+(0), alors est de 

codimension a + rm dans £^ +/i (O), où g! est tel que : 

V i, (wi,//) = m. 

Démonstration. Cela vient du fait que £ +ir+m (0) A1+/i est l’image de £+ jr (0) par l’application : 

(w.(7r M ') : (ai,.. .,a r ) i-> ... ,7r m a r ). 

et du lemme [ 22 J 10 . 2 . 1 ], □ 

Nous pouvons maintenant prouver la proposition 17.31 : 

Démonstration. Passons à la preuve dans le cas déployé d’après Goresky-Kottwitz-McPherson. Nous 
allons en fait démontrer un résultat plus précis sur la codimension, à savoir qu’elle est égale à : 

D G {r) := d G (r) + \ Y.] r(a) = d G (r) + S(a), 

où d G (r) est la codimension de V^(0) r dans Vÿ(0), en particulier, on a d G (r) > 1 comme S (a) > 0. 

On raisonne sur le cardinal du nombre de racines. Le cas où |iï| = 0 est trivial. On suppose 
d’abord qu’il existe a € R+ tel que r(a) = 0, alors Ri est un sous-ensemble strict de racines. En 
particulier, l’énoncé est vrai pour le Lévi M du lemme 1701 En particulier, on obtient que £+(0) r 
est de codimension Dm{tm )• Il nous faut donc voir que Dm{tm ) = 75 <3 (r), ce qui est clair car 
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r s’annule sur les racines qui ne sont pas dans M et que V-^(0) r est ouvert dans V^(0) rM d’où 
d G (r) = Si 0 n’apparaît pas comme valeur de r, soit m la plus petite valeur que prend r, 

alors nous avons r = r'+rade telle sorte que le théorème vaut pour r' et il ne nous reste plus qu’à 
utiliser le lemme m pour conclure. 

Passons au cas général ; dans ce cas il nous suffit de voir que : 

£+(£ , )[™,r] ®e> @e C 

d’où 1 codim[w;,r] > codirn €\{Oe)t > 1(6(a) + 1), ce qui conclut. □ 

Proposition 7.6. La vrovosition FOI imvliaue le théorème M. Il 

Démonstration. Il suffit de reprendre |421 Prop. 5.7.2]. □ 


8. La fibration de Hitchin anisotrope 


8.1. La propreté. On rappelle que l’on considère toujours un groupe connexe réductif déployé G. 
Dans cette section, on démontre le théorème suivant : 

Théorème 8.1. Le morphisme de Hitchin : 

f ani : Mx anl -t A a x ni 

est propre. 

On commence par montrer la partie existence du critère valuatif. Il vaut au-dessus de Â x et 

—O 

pour tout M x . 

Proposition 8.2. Soit R un anneau de valuation discrète de corps résiduel k et de corps de fractions 

„ _ 

K. Soit a £ Af(R) et (f>x £ A4 X (K) qui relève ax- Alors, il existe une extension finie étale K' de 

_Ç? 

K telle que pour la normalisation R' de R dans K', il existe un morphisme <f> £ M. x (R') au-dessus 
de a dont la restriction à Spec(K') soit au-dessus de (f>x- 

Démonstration. Le point (fx correspond à un point (Ex, 4>k), V le point générique de Xx- Quitte 
à faire une extension finie de K, on peut supposer que Ex est trivial au point En fixant une 
trivialisation de Ex, on obtient un élément 7 £ Vq(L) où L est le corps de fonctions de Xx- 
Soit B l’anneau local au point fermé de Xx défini par l’idéal engendré par une uniformisante ir 
de R. C’est un anneau de valuation discrète de corps résiduel le corps de fonctions X K et de corps de 
fractions L. Soit a|s pe c(s) € £+(B), comme a £ A%(R), on en déduit que a\ Spec (B) € rs (B). 

Lemme 8.3. Soit a|s P ec(s) € £+ 1S (B)> alors on peut trouver 70 £ Vq(B) tel que y+( 7 o) = 

a \ Spec (B) ■ 

Démonstration. Si G vérifie que Gder est simplement connexe, il suffit de prendre la section de 
Steinberg, dans le cas général, on a un carré cartésien : 


v G i f ~ rs —- v£ f ~ rs 


X+ 


x+ 


Ç-XJ-rs _^ £X J-rs 


où G' est une z-extension de G par un tore induit Z, À relève À et les flèches horizontales sont des 
Z-torseurs. En particulier, tout Z-torseur sur un anneau de valuation discrète est trivial, on peut 
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donc relever a|g pe cB en â G rs {B), on a alors un élément G Vq/ ?s qui relève à que l’on 
projette en un élément de V/’^~ rs (B), ce qu’on voulait. □ 

Maintenant, comme X+(t) = X+( 7 o)) quitte à faire une extension, on peut supposer qu’il existe 
g G G(L) tel que Acl(g )7 = 70 . On recolle alors ( Ek,(/)k ) avec le couple (E 0 , 7 o) sur Spec(-B), où 
Eq est le torseur trivial. On obtient donc un couple (E, fi) défini sur le complémentaire des points 
fermés de codimension deux de Xr. 

Soit x G X Xk S un tel point et considérons l’anneau local O x en x. C’est un anneau local régulier 
de dimension 2. Nous avons un couple (E, fi) sur Spec(0 x ) — {a;} que nous voulons prolonger. 
D’après un théorème de Horrocks [25], il y a une équivalence de catégories entre les G-torseurs sur 
Spec(0 œ ) — {æ} et les G-torseurs sur Spec(O æ ), donnée par la restriction. En particulier, cela nous 
fournit un prolongement de E. Quant à la section, on a une flèche Spec(O a ) — {.r} —> Vq qui se 
prolonge comme Vq est affine. □ 

Il nous faut maintenant montrer la séparation, nous allons nous inspirer de la démonstration de 
Chaudouard-Laumon m sect. 9.2]. L’énoncé du critère valuatif est le suivant : 

Proposition 8.4. Soit R un anneau de valuation discrète contenant k. Soient S = Spec(iï) et 
77 = Spec(L) son point générique. Soient m,m' G A4 1 f am (R) et mK,rnK' G A4\ anl (K) les points 
associés tels que : 

- f ani {m) = f ani (m'), 

- on a un isomorphisme 9 k ■ thk —>• nriK' ■ 

Alors, il existe une extension finie étale L' de L telle que pour la normalisation S' de S dans L', il 
existe un unique isomorphisme 9 : m —>■ m' qui prolonge 9 k ■ 

Démonstration. Nous avons m = ( E , fi) et m' = ( E ', <//) dans A 4™*(R). Nous noterons d’un indice 
K les objets correspondants de A/C™{K). On a un isomorphisme G-équivariant 

9k : Ek —t E' k 

compatible aux sections <f> et qY une fois que l’on a tordu par le Vq. Nous voulons le prolonger en 
un isomorphisme 9 au-dessus de Spec(iî). Soit 7 r une uniformisante de R. Il définit un point x de 
codimension un de Xr := X R, on note B l’anneau local en ce point. 

Lemme 8.5. [1 IL Lem. 9.3 et sect. 9.3] Pour que 9 r se prolonge à Xr, il faut et il suffit qu’il 
se prolonge à Spec (B). De plus, de tels prolongements, s’ils existent, sont uniques. Enfin, pour K' 
par une extension étale de K et R' la normalisation de R dans K', il est équivalent de montrer le 
prolongement de 9 k' ou de 9 r- 

Remarque : Si 9r se prolonge en 9 la compatibilité avec les sections est automatique puisque 
l’égalité sera vraie sur un ouvert de Xr. 

Posons a = f{m) G Aff ll {R). Par Drinfeld-Simpson |14l Thm. 2], en agrandissant suffisamment 
K on peut supposer que E et E' sont triviaux et d’après le lemme suivant on peut les trivialiser de 
telle sorte que les trivialisations de E Xq Vq et E' Xq Vq qui s’en déduisent envoient sur <//. 

Lemme 8.6. Soient 7 et fi des éléments de Vq(B) tels que x+il) = X+(l') = cl G ’ S (B), alors 
il existe une extension finie K' de K telle que si l’on désigne par B' la normalisation de B dans 
K', 7 et fi deviennent conjugués sous un élément de G{B'). 

Démonstration. On renvoie à m Lem. 9.5] pour les détails. L’idée est que le transporteur de 7 à 
fi est un schéma en tores sur Spec(B) qui est donc isotrivial. □ 
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Maintenant on fixe une fois pour toutes ces trivialisations et on obtient alors une trivialisation 
de 9 k qui s’identifie à la translation à gauche d’un élément g G G (F) et 7 € Vg{B ) tel que 

= 7- 

De plus, comme nos deux torseurs Ek et E' K sont de degré zéro, cela force g G Gd er {F)- L’assertion 
se réduit alors au lemme suivant : 

Lemme 8.7. L’élément g est dans Gd e r(B). 

Comme a G <t^ ls {B) la réduction en fibre spéciale est encore régulière semi-simple. Ainsi le 
centralisateur de 7 est un schéma en tores T a sur Spec (B) et est donc isotrivial. En particulier, 
le tore T a p se déploie sur une extension finie étale. On obtient qu’il existe A G X*(T a ) et h G 
T a (F) 0 G der {B) tel que 

g = 7 T x h. 

Comme h est dans le centralisateur de 7 , il n’est pas gênant de modifier la trivialisation de E 
par h. Ainsi, quitte à changer de trivialisation, on peut supposer h = 1. Enfin, on a que A est 
nécessairement fixe sous Ga l(F s /F). Or, a est anisotrope donc A*(T a 0 Gder{F)) Gal ^ F G F ") = Oet 
A = 0. C’est ici que notre chemin diverge d’avec celui de Chaudouard-Laumon, cela nous suffit pour 
conclure. □ 


8.2. La surjectivité. A ce stade, si Gder n’est pas simplement connexe, nous ne savons pas si 
la flèche f anl : Ad™* —>• Affi 1 est surjective et nous aurons évidemment besoin de cette assertion 
lorsque nous voudrons démontrer un théorème du support. 

Proposition 8.8. La fibration f anl : A4™* —s- A A m est surjective sur les k-points. 


Cette proposition n’est intéressante que si Gder n’est pas simplement connexe, puisque dans 
ce cas nous ne disposons pas de section de Steinberg, nous nous plaçons donc dans ce cadre. On 
note l’ouvert de A\ constitué des polynômes génériquement réguliers semisimples et réguliers 

semisimples également en les points de supp(A). On démontre alors le lemme suivant : 


Proposition 8.9. Le morphisme 


eV,+ 


77^,+ 

A4 a 


A 


<?,+ 


est surjectif sur les k-points. 


Démonstration. On a besoin d’un lemme : 


Lemme 8.10. Soit a G A^' + (k). On note U := a _1 (£+ rs ), en particulier, par hypothèse supp(A) C 
U. Alors il existe un ouvert non vide V G U et une paire de Hitchin ( Ey,(f>v ) s’envoie sur 

ay G H°(V, £+), avec Ey le G-torseur trivial. 


Démonstration. Si Gder est simplement connexe, on utilise la section de Steinberg, on a donc 
naturellement une paire ( Ey , <j>y) avec Ey le torseur trivial. On considère maintenant seulement G 
connexe réductif. Soit G' une ^-extension, de tore induit Z et A qui relève A. Nous avons donc le 
diagramme suivant : 

£Â,/-rs 


U 


a 


^A,/-rs 
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où la flèche verticale est un Z-torseur. En particulier, en tirant ce Z-torseur sur U par a, il est 
localement trivial pour la topologie de Zariski. On considère alors un ouvert V qui contient supp(A) 
sur lequel le Z-torseur est est trivial. On obtient alors un relèvement ây G H°(V, ~ rs ) de a\y 
et on dispose d’une paire ( E' v ,<j >' v ), comme G' der est simplement connexe, que l’on pousse ensuite 
dans Vq. En particulier, nous obtenons une paire de Hitchin {Ey. Çy) sur V d’image ay avec Ey 
le torseur trivial. □ 

Il nous faut maintenant étendre cette paire en les points de X — V. Soit x G X — V, on note O x 
l’anneau local complété en i, de corps de fractions F x . 

Nous avons une section a x G €\{O x ) O £+ rs (F x ). comme supp(A) C V, nous avons même que 
a x G T/W(O x ). En restreignant la paire ( Ey,<f>y ) à F x , nous avons une section 7 æ G G(F x ) rs 
telle que xilx) = cl x . En particulier, il existe une extension finie étale E x de F x telle qu’il existe 
h x G G(E X ) et t x G T{E X ) satisfaisant : 

hx'ixh'x = tx‘ 

De plus, comme T —» T/W est un morphisme fini et que x(t æ ) = a x G <£+(CP), on obtient par 
critère valuatif que t G T(Oe)- Maintenant, en appliquant |221 sect. 8.1], on sait qu’il existe un 
tore non-déployé T w défini sur F x , déployé sur E x tel que t x G T w (O x ) et muni d’un plongement 
T w —>• G. En particulier, on obtient un élément G G(0) tel que x(l' x ) = a x- En étudiant le 
transporteur de 7 X à 7 ^,, on obtient que c’est un T-torseur sur F x , lequel est donc trivial, puisqu’il 
est au-dessus du complété en x d’un corps de fonctions d’une courbe sur un corps algébriquement 
clos. Il existe donc g G G(F X ) tel que : 

91x9 = l' x - 

La donnée de g nous permet alors de recoller la paire ( Ey , (j>y) avec (Eq,^) à la Beauville-Laszlo, 
oli Eo est le torseur trivial. En itérant, on obtient donc une paire ( E,ç i) G A4 X (k) d’image 
a G *4^’ + (fc), ce qu’on voulait. □ 

On peut passer à la preuve de la proposition 18.81 

Démonstration. Le morphisme / am est d’image fermée F dans De plus, d’après le lemme f879l 

PO 1 

F contient l’ouvert A x fl A x nl , lequel est dense dans A x nl . On en déduit alors que F = A x nl , ce 
qu’on voulait. □ 

8.3. Correspondance endoscopique. Dans cette section, nous introduisons les groupes endosco¬ 
piques qui vont intervenir dans la cohomologie des fibres de Hitchin au-dessus de l’ouvert anisotrope. 

Soit G un groupe connexe réductif déployé tel que Gder est simplement connexe. Soit G le dual 
de Langlands obtenu en échangeant racines et coracines dans la donnée radicielle. Il est muni d’une 
paire de Borel (T, B). 

Soit k G T, on considère H le centralisateur connexe de k, qui est réductif comme k est semi- 
simple. On note H son dual. L’épinglage de G induit un épinglage pour H de même tore T et pour 
un Borel Bu de H contenant celui-ci. De plus, on a également une identification Out(H) = Out(H). 
Considérons la suite exacte 

1- 5 - H-^ G k -s- 7 t 0 (k)- 9 - 1 

où 7 r K est le groupe des composantes connexes du centralisateur de k dans G. On a une flèche 
canonique : 
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oh{k) '■ tto(k) —> Out(H) 

Définition 8.11. On appelle donnée endoscopique de G sur k, un couple (k, p K ) avec n comme 
ci-dessus et p K un morphisme 

p K : 7ri(À',oo) ->• 7 t 0 (k). 

On note pn le- composé de p K et ojj(/î). Ce morphisme nous permet de tordre H pour obtenir une 
forme quasi déployée H de H , qui est le groupe endoscopique associé au couple (k,/? k ). De plus, 
si k G T est d’ordre fini, on dira que la donnée endoscopique est elliptique. Dans ce cas, si G est 
semisimple, alors H l ’est également. 

Dans la suite, on suppose que la donnée endoscopique est déployée. Une telle hypothèse est vérifiée 
si G a également son groupe dérivé simplement connexe. En particulier, la donnée de p K est triviale. 
On réduit donc la donnée endoscopique au seul k. Fixons alors k G T, on a un morphisme canonique 

W H -t W 

compatible avec l’action sur T. On en flèche v : G h := T/Wh —> G := T/W, qui, au-dessus de G rs , 
est un morphisme fini étale : 

v rs : —>■ G rs 

où Gfl- rs := v~ 1 {G rs ). Nous voulons essayer de passer au semi-groupe de Vinberg. 

Naïvement, on voudrait définir une flèche v : G+,h —> G+ ; néanmoins, bien que H et G partagent 
le même tore maximal, lorsque l’on veut passer au Vinberg, il faut ajouter une partie abélienne, 
laquelle est une variété torique qui contient le tore adjoint comme groupe des inversibles qui eux 
sont distincts pour H et G. Il est donc vain d’essayer de définir la correspondance endoscopique au 
niveau de £+. En revanche, si nous fixons la partie abélienne, ce problème disparaîtra. 

Nous avons £ + = Aq x G et de même pour H. Etant donné que nous avons un isomorphisme 
entre les tores maximaux T et T H de G et H et que les racines de H s’identifient à un sous-ensemble 
de G, tout cocaractère dominant de G, reste dominant pour H. On en déduit alors une flèche : 

-w 0 X : X [A h /T h ]. 

Les espaces caractéristiques Ci H et s’obtiennent par torsion par le T-torseur Et{—wqX) des 
espaces fibrés au-dessus de X, G h et C, d’où l’on obtient une flèche 

u + '■ £+,h £+• 

On en déduit alors un morphisme 

v : A\ t H ~> A\. 

Lemme 8.12. La flèche v restreinte à est finie non ramifiée. 

Démonstration. 11 suffit de reprendre |43[ 7.2]. □ 

Pour étudier la cohomologie de la fibration de Hitchin, il n’y a pas que la strate qui va contribuer, 
mais également des strates plus « petites ». En effet, notons V\ la représentation irréductible de 
plus haut poids A de L G. Pour une donnée endoscopique k, du morphisme rj : H —> G, on en déduit 
par restriction une représentation : 

(7) 

m<a 

avec Vla représentation irréductible de plus haut poids p, G X*(T) + et m\ = 1. 
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Remarque : Il est à noter que l’on a m M ^ 0 dès que A — p ne peut s’écrire comme une somme à 
coefficients positifs de racines simples de H. On note alors soc#(A) l’ensemble des p tels que p ÿè 0. 


Définition 8.13. Etant donnée une donnée endoscopique k, avec les notations de ci-dessus, on 
considère le schéma : 

A 7 * A ,H '■= U Al,,,/-/ ■ 

MÊsociî(A) 

Si p < A, on a une immersion fermée canonique : 

Al;, —> A\, 

d’où l’on déduit à nouveau une flèche, notée de la même manière : 

(8) v : A)* A,if —t A\ 

qui est fini non-ramifiée au-dessus de Al^ d’après le lemmc 18.121 

8.4. Cohomologie au-dessus de l’ouvert anisotrope. On suppose Gder simplement connexe 

et que l’endoscopie est déployée. Soit (resp. p°°> am ) l e changement de base de M x (resp. 

V 1 ) à À™. On pose ICj^ le complexe d’intersection sur M x ^. 

Nous avons une flèche f am : —>• Â x nl qui est propre et g am : r p°°, anl —est propre et 

lisse. Les deux sources sont des champs de Deligne-Mumford. D’après le théorème de Deligne m 
famjc—^ est pur et par le théorème de Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber [2], il se décompose 
au-dessus de A x nl en 

f* ni ICM x = © p H n (f? ni IC JP[x )[-n] 

nEZ 

où p H n (f£ nz IC^J[—n] est pervers pur de poids n. Comme P°° ,am agit sur de manière 

compatible à la stratification par les p < A, 'P 00,am agit sur . Par le lemrne d’homotopie 

[351 3.2.3] établi par Laumon-Ngô, l’action de 'p°°, anl sur les faisceaux de cohomologie pervers 
p R"(/“ m IC© A ) se factorise par Tr 0 (V°°’ anz ). La flèche surjective établie dans la proposition 16.81 : 

X*(TnG der ) ^ no(V°°’ ani ), 

fait de Tr 0 (V oo ’ anx ) un quotient fini de X*{T fl Gder), nous permet de définir pour tout k G T, un 
facteur direct p H n (f‘f nl ICjç sur lequel X*(T) agit à travers k : X*(T fl Gder ) —> Qi ■ 

8.5. Transfert endoscopique. Soit n une donnée endoscopique de G. D’après (]8|), on a une flèche 

v : A v *\,h —t A\. 

Soit a := (a, 6b) G A\(k). On a une projection 

X a ^X 

génériquement étale de groupe W x tto(k) vers X. On définit une flèche 

h ■ Â*a ,h -t À\ 

donnée par (a#, 6o) K > (u(aH),ôo). Cette flèche est définie sur A: si do est aussi défini sur k. Nous 
avons la proposition due à Ngô [121 Prop. 6.3.2-6.3.3] et [43, 10.3, Lem. 10.1] 

Proposition 8.14. Le morphisme Ûh '■ A^x.h —> Al a est une immersion fermée. 
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En particulier, cela nous permet de considérer A v *\,h comme un sous-schéma fermé de 4 a- Nous 
notons A x n * pour désigner son image dans A\ (Si l’on considérait des groupes quasi-déployés, Aff 1 * 
serait la réunion des A^x^h associés aux morphismes p K : oo) —> tto(k)). Nous pouvons donc 

maintenant localiser le lieu dans lequel on rencontre les supports de p H n (f^ nl ICjç j ) K : 

Proposition 8.15. Le support du faisceau pervers p H n (/“”* IOjç^ ) K est contenu dans A x ™. 

Démonstration. Il vient de la description de la proposition 16.81 de no(V am ), que la restriction de 
P H n (fa ni i C —j K à l’ouvert À a x ni - À a x ™ est nulle. □ 

On pose alors 

{fr'ICnJ* = © p H n (fr i IC JXix ) K [-n]. 

n£Z 

et nous notons supp) K ) l’ensemble des supports des faisceaux pervers irréductibles qui 
interviennent dans la décomposition des faisceaux p H n {f^ ni IC-jç, j ) K . 

8 .6. Détermination des supports. Dans le théorème 13.41 nous avions introduit l’ouvert A x sur 
lequel on contrôle le complexe d’intersection. On pose alors A x m ’ b = A b x 0 4 A m . On rappelle que 
nous avons une fonction ô définie sur A\. Pour a G A\(k ), nous avons : 

ô (a) = dimf? a 

où R a est le groupe défini dans la proposition ^. 61 D’après [42J Lem. 6.5.3], cette fonction est semi- 
continue supérieurement, nous faisons alors la définition suivante analogue à celle de Chaudouard- 
Laumon m- 

Définition 8.16. Soit A b x n C A\ le plus grand ouvert de A\ tel que pour tout point de Zariski 
a G A b x n , on ait l’égalité suivante : 

codinG 4 A (a) > ô(a). 

Remarque : La fonction <5 étant semi-continue supérieurement, l’égalité J (a) = ô définit une 
partie localement fermée 4 a ,s de 4 a- L’ouvert A b x n est le complémentaire des composantes irré¬ 
ductibles A! x s de 4 a, s qui vérifient 

codmu A (4' A|Æ ) < ô. 

Par noetherianité, il n’y a qu’un nombre fini de S qui contribuent. Notons la fibration de 

Hitchin restreinte à 4 A m,l \ 

Théorème 8.17. Soit k : X*(T n Gder ) -> Q* et Z & supp((/* m ’ ? ) K ), alors Z est inclus 
dans 4rç*A,iï■ Si de plus, Z fl 4^°" H 7^ alors Z = 4“™’^. 

Nous reportons la preuve de ce théorème à la section H 1.61 Nous pouvons en revanche d’ores et 
déjà étudier la cohomologie ordinaire en degré maximal. 

Proposition 8.18. Soit d la dimension relative de M a x ^ —> Â x nl ■ On a un isomorphisme entre 
la partie stable (i.e. k = 1 ) (R 2d f* ni ICjçf ) a t et le faisceau constant Q;. On a également un iso¬ 
morphisme entre {R 2d f* ni ICj^^) K et ph,*Qi- 

Démonstration. On reprend la preuve de [421 Prop 6.5.1]. La section de Steinberg définit une im¬ 
mersion ouverte 'p°°< an% —> jvCx^ dont le complémentaire est de dimension relative inférieure ou 
égale à d — 1. Nous obtenons donc un isomorphisme 
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R M g\ Q ; -»• R 2d fr i lCM x 

compatible à l’action de no(V am ), où g le morphisme structural de , p anl . En utilisant alors le 
morphisme trace, on peut identifier R 2d g\Qi avec le faisceau associé au préfaisceau 


U i—^ 


(■p=o,an i)([/) 


La fin de la proposition résulte de pÜZl Prop 6.5.1] auquel on renvoie pour les détails. 


□ 


9. La fibration si G non simplement connexe 

9.1. Un calcul de dimension. On se place dans le cas G semisimple. Traiter le cas réductif 
n’apporte que des modifications mineures (cf. [56] Rmq. 6.20]). A la suite d’Hurtubise-Markman 
[26l sect. 3.2], nous introduisons un invariant discret topologique lié à une paire (E,<j>) G Xi\- On 
note G sc le revêtement simplement connexe de G et T sc l’image réciproque de T dans G sc . On note 
U := X — supp(A). On fixe un point fermé xo G X. 

On considère alors le schéma en groupes Aut(2?)j7. La section unité de Aut (E)u induit une 
application injective de tti(U, Xo) —>• 7Ti(Aut(.E)iy). Comme le groupe 7ri(Aut(£?){/) s’identifie au 
produit m(U,Xo) x m(G). La section <f> induit une flèche : 

Tÿ : TTi(U, Xo) ->• 7Ti(G). 

Comme 7Ti(G) est abélien, induit une classe dans H 1 (U, 7Tl(G)). Si l’on choisit une autre paire 
(Ei, (f>i) G M\ la différence est la restriction d’une classe de H 1 (X , 7Ti(G)), lequel est fini. 

On note Sg l’ensemble fini des valeurs que peut prendre l’invariant r. En particulier, on a une 
décomposition en composantes connexes de A4 \ : 

M\ = H M\(t) 
tGSg 

Nous allons maintenant voir comment relier les composantes M\ (r) à un espace de Hitchin pour 
G sc - On fixe un invariant : iri(U,xo) —> tti(G). En vertu de [26] Cond. 6.13], cela ne restreint 
pas la généralité de supposer r surjectif. On note T := 7ir(G). 

On considère alors / : X T —> X le revêtement ramifié de X qui compactifie le revêtement galoisien 
de groupe T, 

f° :X°^ U 

correspondant à r. Soit le diviseur 

t _1 (A) = J] J] d x X x [y\ G DW(X,T SC ) 

xÇlX yÇ:X T 

f(y)=x 

où d x est l’ordre du stabilisateur de T agissant sur p~ 1 (x). Posons 

M T -nx) ■= Hom(X r , [Vfy/G sc ]) 

et A r -i(A) la base de Hitchin associée. Nous avons alors par (26] (50)] que la paire ( f*E , /*</>) admet 
un relèvement (E’,(j)') G Ad T -i(A); qui est unique modulo l’action de T par translation à gauche 

sur Vq ^. Nous disposons d’une deuxième action de T sur Vq en voyant un élément g G T 
comme un automorphisme de X T : 

g*4>' = (g 1 )*^'- 
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Il résulte alors de pjBJ (50)], qu’en combinant ces deux actions, on obtient que <ff est équivariante 
pour l’action diagonale : 

( 9 ) g*{g-(j>') ■= </>'• 

En particulier, nous obtenons que : 

(10) X+{<t>') *= -^r-qA)' 

On considère alors le schéma Vj ^ au-dessus de X T . Il est muni d’une action de T x T, la première 
venant de l’action naturelle de f sur Vq sc et la deuxième issue de l’action de K sur X T . Nous avons 
que le quotient de Vrf ^ par T x T s’identifie à V^. On forme alors le revêtement intermédiaire : 

:= Vr~ 1 (A) /A(r) 

où A(r) désigne l’action diagonale et le quotient étant au sens des invariants. On remarque que 
nous avons naturellement : 

( 11 ) H Q (X,V T (\,T)/W)=AU ( xy 

Définition 9.1. A la suite d’Hurtubise-Markman [26], on considère l’ouvert Vt(A,t)° qui est le 
complémentaire de l’intersection du lieu de ramification de Vt(X,t) —>• Vt(X,t)/W avec les fibres 
de Vr(A,r) au-dessus de supp(A). Enfin, on considère VÇ ^’° l’ouvert correspondant de ^ 

Nous avons la proposition suivante tirée de [ 251 Lem. 6.14] 

Proposition 9.2. Les schémas Vr(A, t)° /W et Vif /W sont lisses et on a un carré cartésien : 

y^ 1(A) ’°- 

v£ X{X) ’°/W - ^V T {\,rf/W 

X T -»- X 

Cela va nous permettre de pouvoir calculer la dimension 
combinons les résultats de |2B, 6.16, 6.17, 6.19] : 

Proposition 9.3. Si 2 gx T — 1 -< r _1 A, alors l’espace des 
vide, soit une variété quasi-projective lisse de dimension : 

(p,-w 0 X) +r(l - g). 

En particulier, A\ est de même dimension. 

Remarque : 

- Il est à noter que pour un seul X Vl l’accouplement (p, A„) peut être un demi-entier, néanmoins 
globalement lorsque l’espace des sections est non vide la somme globale (p, A) est bien un entier 
(cf.gli Rmq 3.1.]). 

Dans Hurtubise-Markman, A' est une courbe elliptique, mais l’argument est le même une fois 
que l’on ajoute dans Riemann-Roch la contribution venant du genre de la courbe. L’assertion 
sur A\ se déduit du lemme [ÏTTïïl 


de A\ quand G est semisimple. Nous 
sections H°(X, Vr(A, t)°/W) est soit 
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Nous avons besoin d’un renforcement de la proposition 19.21 : 

Lemme 9.4. Notons £+(A, r) := Vr(A, t)/W, alors C+(A,r) est un fibré vectoriel et la flèche 
Vt{ A, t) —>• £ + (A, r) est /ïme plate. 

Démonstration. On peut également obtenir C + (A,r) comme le quotient de £ r + ^ par l’action 
diagonale de K. On a un diagramme commutatif : 

£+~ 1(A) --£+(A,r) , 


X T - X 

montrons qu’il est cartésien. On a une flèche surjective entre schémas affines £+ ^ —> C+(A, t)xx 
X T qui est birationnclle d’après la proposition 19.21 Enfin, le schéma £ + (A, r) est normal sur X 
comme il est quotient d’une flèche normale par un groupe fini. Par changement de base, £ + (A, t)xx 
X T est normal sur X T , donc normal. On déduit alors par le Main Theorem de Zariski que la flèche 
est un isomorphisme. De plus, par descente fidèlement plate, nous obtenons que £+(A,r) est un 
fibré vectoriel sur X. 

Enfin, la flèche Vt(X,t) —>■ £+(A,r) est finie plate car Vt(X,t) est Cohen-Macaulay, comme 
quotient d’un schéma Cohen-Macaulay et £+(A,r) est lisse. □ 

9.2. Un champ de Picard dans le cas semisimple. Posons 

AT 9 := U H°(X, £+(A, t)). 

Pour a G A a ™ 9 (k) d’invariant r, il résulte de l’égalité (fTTl) . que nous disposons d’un schéma en 
groupes lisses J\ sur X T , obtenu en tirant le centralisateur régulier pour G sc par a. La description 
galoisienne de la proposition 11 . 61 nous dit que j| s’obtient comme le complémentaire des hyperplans 
de racines dans le schéma nt(T sc ) w où 



Comme n au9 : Vt(X,t) —>■ £+(A, r) est fini plat, tt* U9 (T) w est un schéma en groupes commutatifs 
lisses sur £ + (A,r). En particulier, on peut considérer le schéma en groupes commutatifs lisses 
sur X qui s’obtient également comme complémentaire des hyperplans de racines dans xf 19 {T) w . 
On construit de cette manière un champ de Picard en considérant les J““ s -torseurs sur X. 

En faisant varier a, on obtient un champ 'P au9 sur A^jf. Nous avons la proposition suivante : 

Proposition 9.5. Le champ ' P au9 '^ est lisse au-dessus de A 1 ^ 9 ’^. De plus, pour a G A 1 ^ 9 ’^ (k), 
on a la formule de dimension : 

dimP““® = (p, —wqX) + r{g - 1). 

Démonstration. La lissité s’obtient de la même manière que la proposition 12.101 Comme , p au9 ’^ > 
est lisse au-dessus de A^ 9 ’^ , il suffit de calculer la dimension de l’ouvert H°(X, Vr(\, t)°/W). 
La preuve est alors la même que pour la proposition 15.111 en utilisant |26l 6.16] pour identifier 
Lie(J““»). □ 

On stratifie alors A^ 9 par l’invariant ô donné par : 

V a G M^“ 9 ,<5(a) = dim(72.““ 9 ) 

où Tiff 9 est la partie affine de 
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9.3. L’invariant ô. On définit un invariant ô sur l’ouvert A^ nl à partir de celui sur A a ™ 9 . On 
commence par un lemme qui va se déduire de l’étude précédente : 

Lemme 9.6. On a un morphisme fini surjectif : 

j^aug,ani _^ j^ani 

Démonstration. D’après (11111 . nous avons = H°(X , C+(A, r)). En particulier, du morphisme 

fini Vt(X, t)/W —> Ci., nous obtenons, en utilisant [32, Lem. 7.3], une flèche propre : 

Il AÇ_i( A) A\ 

rG S G ) 

De plus, elle est quasi-finie, puisque chaque fibre consiste en une /tT-orbite de sections de 

Il ne nous reste plus que l’assertion de surjectivité. Cela vient du fait que pour tout a G Aff l ' L {k) : 

d’après la proposition 18.81 il existe (E,<f>) G M. a ™ (k) qui s’envoie sur a. La paire (E,</j) admet 
un certain invariant r et la construction du paragraphe précédent nous fournit d’après m , un 
relèvement a' G -4^_i ^ de a. □ 

Comme l’invariant <5 d’une section a G A a x U9 ne dépend pas de l’action de K , on obtient en 
particulier, une stratification sur Af nl ■ 

A ani = JJ A ani_ 

SG N 

9.4. Comparaison d’invariants < 5 . Soit K une donnée endoscopique elliptique de G, de groupe 
H. D’après (]%]) , on a un morphisme : 

v : Atj-x,h A\. 

On s’intéresse dans un premier temps à la « strate la plus haute A » dans A v *\,h- Nous avons alors 
par composition une flèche : 

Vaug '■ A^tf —> A\. 

Lemme 9.7. Soit an G Af'Zf { (k) d’image a G A\{k), on a un morphisme 

J a JZ 9 

qui est génériquement un isomorphisme. 

Démonstration. La preuve est la même que [421 Prop. 2.5.1], en utilisant la description galoisienne 
de JZ 9 de la section IÏÏT21 □ 

Nous obtenons alors un morphisme surjectif : 

Va VZ 9 

de noyau : 

V% aH =H\X,JZ 9 /Ja) 

qui est de dimension : 

r^r(A) := dim V a - dim(' VZ 9 )- 

Soit JZ H a> le modèle de Néron de J““ 9 . Nous avons des morphismes de groupes 

Ja -»• JZ 9 -+ J Z 9> 
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qui sont génériquement des isomorphismes. En particulier, est également le modèle de Néron 

de J a . En se rappelant que 7 Z a := Ker(V a —x V^), nous obtenons alors la suite exacte : 

i —- n% aH —- n a —- nz 9 —-1 


qui nous fournit la formule de dimension : 

S (a) - ô H (a H ) = rg( A). 

Corollaire 9.8. Nous avons Vq (A) = dim A\ — dim Ax,h ■ En particulier, pour tout a h G A \,#(&), 
d’image a € A^(k), ô a — ÔH,a n es t indépendant de an- 

Démonstration. Il résulte de la section 15.61 et des propositions 19.31 et 19.51 que nous avons : 
r#(A) = dim- àirnVu,a H = dim A\ - dim^.ff- 


□ 


Remarque : Pour les strates de A^x^h associées à un cocaractère p < A, l’application v se factorise 
par Af, et on est ramené au cas précédent. 

9.5. Une fibration de Hitchin augmentée. Fixons un invariant topologique r, comme nous 
avons une action de T x T sur Vq ^, on forme le quotient : 

_ V G (X 1 r) = Vf 1W /AT. _ 

Partant d’une paire ( E,<j >) G A4\(k), on a construit une paire {E',<j)') G A4 r -i(x) telle que <j>' se 
factorise en une section g. V G H°(X , Vg(A, t) A Gso E'). On pose alors 

MT g := II Hom(X,[U G (A, r)/G]). 

et en poussant E' en un G-torseur par la flèche G sc —> G, la paire (E\ cj )') nous fournit un point de 
M\{a)(k) qui s’envoie sur (E,<j>). 

Lemme 9.9. La flèche Ai™ 5 —> M.\ est finie, surjective et nette. 

Démonstration. La surjectivité est claire en vertu de ci-dessus. Comme Vg(A, t) —> Vq est finie 
surjective génériquement étale, il résulte de [43] Lem. 7.3-p. 433], que la flèche induite M^ 9 —» M\ 
est finie et non-ramifiée. □ 


On obtient donc un diagramme commutatif : 

. À auq,ani p . . ani 

M x 9 - 

f ani 

A aug,ani P _ Aan i 

“^A Ax 

avec f anl propre d’après le théorème 18.11 et les flèches horizontales finies surjectives d’après les 
lemmes [T7T7H et [901 en particulier, on en déduit que y a “9> am est aussi propre. 

Le champ M^ 9 est muni d’une action de 'P aug , induite par l’action du champ de Picard de 
M T -i(x), avec un ouvert régulier sur lequel il agit transitivement. Enfin, une analyse similaire à la 
proposition 16.81 nous donne : 

Proposition 9.10. On a un morphisme surjectif de faisceaux entre le faisceau constant X*(T) et 
TT 0 {V aug ). 
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10. Construction d’une présentation géométrique 

Dans ce chapitre nous construisons une résolution des singularités en un sens faible de A4 a , que 
l’on appelle une présentation géométrique du complexe d’intersection de Al a- L’utilité d’une telle 
présentation vient du théorème du support. En effet, dans (421 sect.7], on démontre un théorème du 
support pour une flèche / : M —>• S propre munie d’une action d’un schéma en groupes commutatif 
lisse g : P —> S. Néanmoins, dans l’énoncé de Ngô, la source M est supposée lisse, ce qui n’est 
évidemment pas le cas dans la situation qui nous concerne. Nous sommes donc forcés d’introduire 
un espace qui fait office de résolution des singularités. Nous introduisons cette variante affaiblie 
de résolution des singularités, dans la mesure où nous ne sommes pas en mesure de prouver que 
l’espace que nous construisons au-dessus de A4 a est effectivement lisse, toutefois nous n’avons pas 
besoin d’hypothèses si contraignantes. Un tel espace au-dessus de A4 a va s’obtenir par changement 
de base d’une résolution des singularités du champ de Hecke. Avant de commencer par des rappels 
locaux sur la grassmannienne affine, nous introduisons la définition suivante : 

Définition 10.1. Soit M un champ algébrique de type fini, équidimensionnel sur k. On appelle 
7 r : M —> M une présentation géométrique du complexe d’intersection de M si : 

- 7r est propre, 

- Il existe un ouvert non vide U de M tel que la flèche 7r : 7r -1 ([/) — > U soit lisse, 

- Le complexe d’intersection ICm est un facteur direct de 7 t*Q;. 

Remarque : 

- Nous raccourcissons dans la suite l’appellation présentation géométrique du complexe d’inter¬ 
section en présentation géométrique. 

- Il est immédiat qu’une résolution des singularités fournit une présentation géométrique. 

- Un deuxième exemple vient de la situation suivante : 

Y' -- X' 

où X' -A X est une résolution des singularités d’un champ algébrique de type fini, équidimen¬ 
sionnel sur k, A : Y —ï X une immersion de codimension d telle que A *[—d]ICx = ICy- 

10.1. Rappels locaux et résolution de Demazure. On rappelle des résultats sur la résolution 
des singularités de GrA, on pourra consulter à cet égard [4B3- Soit F = k((ir)) et O = &[[7r]]. Soit 
G connexe réductif déployé sur k tel que Gder est simplement connexe. Soit K le fc-schéma en 
groupes dont les fc-points sont G(O). Soit B un sous-groupe de Borel de G, nous avons une flèche 
d’évaluation en zéro : 

ev : K —> G. 

Plus généralement, on considère la flèche pour béN: 

ev n : I< -s- G((D/ir n O). 

On appelle sous-groupe de congruence de niveau n le groupe K n := Ker(eu"). On pose également 
K n := G(0/Tr n 0). Nous rappelons que nous avons une décomposition de Cartan : 

G (F) = I] Kn x K 

A £X.(T) + 
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et que GrA := Ktt x K/K (resp. GrA := Kn x K/K). Dans la suite, nous simplifierons la notation n x 
en A. 

Lemme 10.2. On considère pour un cocaractère dominant A, le fermé Gi'a C Gr. L’action de K à 
gauche sur Gi'a se factorise par un quotient algébrique de type fini K —>• K nx . 

Démonstration. On voit G comme un sous-groupe de K et on regarde son action sur GrA, le 
stabilisateur de l’élément A est un sous-groupe parabolique P\. Il résulte alors de pm sect. 2, (2.4)] 
que l’on peut voir Grv comme un fibré G-équivariant sur G/P\ dont la fibre au-dessus de G/P\ 
est l’orbite K 1 . A. Le stabilisateur est donné par K 1 fl XK 1 X~ 1 . Montrons qu’il contient un certain 
groupe de congruence. Posons n\ \= max ((a, A)) et pour i G Z et a une racine de G, soit : 

U a ,i := U a {ir l x). 

Il résulte alors de la formule : 

AG aii A ^a,i+(a, A) 

où K nx C K 1 fl AiWA -1 . On en déduit alors que K agit sur Grv via KjK nx = K nx et donc 
également sur Grv par continuité. □ 

On considère le sous-groupe d’Iwahori I = ev~ 1 {B). Posons B = G(F)/I la variété de drapeaux 
affines, elle admet une flèche de projection projective lisse 7r : 23 —>■ Gr qui lui donne une structure 
d’ind-schéma. Elle admet la description modulaire suivante tirée de [2Ï| sect. 1.1.3] 

Définition 10.3. Pour une k-algèbre R, B (R) est le groupoïde des triplets (E,/3,e) avec E un G- 
torseur sur Rx Spec(G), /3 une trivialisation sur Rx Spec(E) de E et e une réduction de E\ s P ec (R) 
au Borel B. 

On définit le groupe de Weyl affine étendu W a ff := Nq^(T(F))/T(0), il s’identifie à W x 
X*(T). Sur W a ff, on a une fonction de longueur l : W a ff —> N définie par : 

l(wir x )= |(«) A) + 1| + E l<«, A>|. 

a>0, o:>0, 

wa< 0 it;o!>0 

D’après la décomposition d’Iwahori-Bruhat, nous avons une décomposition en J-orbites : 

G(F) = U Iwl. 

W G W a f f 

Cette décomposition induit une décomposition de la variété de drapeaux affine : 

B = U B w 

W G W a f f 

où les strates B w := Iwl/I sont des espaces affines de dimension l(w). Le groupe de Weyl affine 
Waff admet un ordre partiel, dit de Bruhat tel que : 

B w = H B W '. 

w'<w 

Considérons un triplet (0,(E,e),(E,e')) constitué d’un G-torseur sur SpecO avec sa réduction 
en fibre spéciale au Borel B et (3 un isomorphisme générique sur Spec F entre ces deux-torseurs, 
leur position relative fournit un élément w de W a ff, on note alors inv/(iü, E') = w. Comme Gder 
est simplement connexe, le groupe de Weyl affine étendu a une structure de groupe de Coxeter 
engendrée par l’ensemble des réflexions simples {si,0 < i < r}, constitué des réflexions simples 
Si de W pour 1 < i < r auquel on ajoute la réflexion so qui correspond à la racine affine simple 
ao = 7r a °s ao où ao est l’unique racine la plus haute. On rappelle qu’il existe une unique racine 
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positive «o = X) n i a i telle que pour toute racine positive /3 = ^ mtat , on a rrii < rii. Faltings a 
alors introduit dans ŒH sect.3] une résolution des singularités à la Demazure de B w , pour w G W a ff- 
A chaque racine simple ai, on associe le parahorique Vi '.= I U Istl pour 0 < i < r. Etant donné 
w G W a ff, on peut donc écrire une décomposition réduite de w = s ai ... s a , et on considère le 
schéma : 

C(s ai ,. ■ .,s ai ) = V ai X ••• X V a JI l . 

où I 1 agit à droite par : 

(pi, ■ ■ ■ ,Pi)-(bi , ■ ■ ■ ih) = ( pib 1 ,bf 1 p 2 b 2 ,..., bj\pibi). 

Par construction, C(s ai ,..., s ai ) est un fibré projectif au-dessus de C(s ai , ■ ■ ■, s ai _ x ) en V a JI = P 1 - 
Par récurrence, il est donc lisse, propre et irréductible. La multiplication des composantes nous 
fournit une flèche : 

0 W • C (s ai ,..., s ai ) 13 w . 

Nous avons alors la proposition suivante tirée de m sect. 3] : 

Proposition 10.4. La flèche 9 W est une résolution des singularités au sens suivant : 

- Le schéma C(s ai ,..., s ai ) est lisse. 

- La flèche 9 W est propre surjective. 

- La flèche 9 W est un isomorphisme au-dessus de B w . 

- La flèche 9 W est I-équivariante. 

Nous allons maintenant voir comment de cette résolution, nous en déduisons une pour Gr> pour 
A G X*(T) + . Tout d’abord, il résulte de la formule de dimension que IXI/I est de dimension 
l( A) = 2 (p, A). On a une flèche de projection p : B —> Gr qui est projective lisse et IXI/I s’envoie 
par p sur IXK/K. On note alors : 

px : IXI/I -G IXK/K 

la flèche induite. 

Lemme 10.5. La flèche p\ est un isomorphisme et IXK/K est un ouvert dense de Gr^. Le mor¬ 
phisme p\ s ’étend en un morphisme propre, surjectif et birationnel noté de la même manière 

px : IXI/I —> Gr^. 

Démonstration. Notre démonstration s’inspire de Ngô-Polo [ 451 Lem 2.2], On définit le fc-groupe 
G(fc[7r -1 ]) qui représente le foncteur R i-> G(J?[7r -1 ]). Nous avons un morphisme 

evoo : G(fc[7r^ 1 ]) ->■ G 

qui envoie 7r -1 sur 0. Soit U le radical unipotent de B , on considère alors J := eu ( j" 1 (17) C I, et 
R = KereUoo- On pose alors J x = J fl XRX -1 . Pour i G Z, on note XJ a ,i '■= U a (n l x). 

D’après [45], Lem 2.2], en choisissant un ordre total sur l’ordre des facteurs, on a un isomorphisme 
de schémas donné par la multiplication : 

<«,a>— i 

n n Ua,i ~t j a , 

a£R + , i=0 

{a, A) >0 

en particulier, J x est un espace affine de dimension 2 ( p , A). De plus, toujours d’après |45] Lem 2.2], 
la flèche 

jx : J X -> KXK/K, 
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donnée par j i-> j A est une immersion ouverte. La flèche jx : J x —> KXK/K se factorise en une 
flèche notée de la même manière 


jx : J x -> IXK/K. 

Montrons que c’est un isomorphisme. Tout d’abord, nous avons qu’une /-orbite est également une 
J-orbite, ainsi on obtient un isomorphisme 

J/(J n A/TA" 1 ) H- IXK/K. 

Identifions le stabilisateur J fl XI\ A -1 ; nous avons les formules suivantes : 

^ ^ ^ 11; A Ua,î A (a,A) ? 

X/ h 1, A U — a,kX C/-ct,/c+(a,A)- 

On obtient alors un isomorphisme de schémas : 

n n u a>i n u_ a , k ->• j n a/ta- 1 . 

a£i?+ i>(o:,À) k> 0 

Ainsi, J x s’identifie naturellement à J/(J fl AA'A -1 ), d’où l’on déduit que j\ est un isomorphisme 
et IXK/K est ouvert dans Gr>. La description ci-dessus nous montre également que la flèche de 
projection 

Px : 1X1/1 —A IXK/K 

est un isomorphisme. Comme de plus, IXK/K est ouvert dans Gr* et que Gr>, est irréductible, 
nous en déduisons que IXK/K = Gr*. Maintenant, on déduit de la propreté de B —> Gr et de 
l’irréductibilité des deux espaces que px se prolonge en une flèche : 

Px ■ IXI/I — > Gr^, 

ce qu’on voulait. □ 

En particulier, une résolution des singularités de Gi'a nous sera donnée par une résolution des sin¬ 
gularités de IXI/I à la Demazure-Faltings. On renvoie pour plus de détails à [48] pour le traitement 
du cas quasi-déployé. 

10.2. Globalisation au champ de Hecke. Dans cette section, on montre comment de la réso¬ 
lution locale de GrA l’on déduit une résolution des singularités globale de la strate correspondante 
du champ de Hecke. On considère A = Y A„[v], pour S un ensemble fini de points fermés. Soit B 

vES 

un Borel de G, en chaque point bêS, nous avons une flèche d’évaluation 

ev v : I\ v := G(O s ) —> G, 

et on pose I v = eiç'(B). K s = Il K «-, B s = Il B v et I s Il l »- 

vES vES vES 

Pour w = Y w v[v\ avec w s G W a ff, on pose B w := B Wv . 

vES vES 

De plus, sans restreindre la généralité, on suppose que pour tout v G S, l(w v ) = n. On écrit alors 
w = s ai ... s arl avec s ai = Y s a H 0,1 chaque s", est une réflexion simple de W a ff et on pose : 

veS 

C(s ai ,...,s an ) := Il C{s v ai ,...,s v )■ 

vES 
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Dans la suite, on choisit w tel que l’on a une flèche propre birationnelle surjective px : B w —> GrA 
qui est un isomorphisme au-dessus de IXK/K. 

Posons D\ = n K M ) avec n K donné par le lenune 110.21 et K\ = ]”[ K nXv >v qui est un 
v£S vES 

quotient de Kg . On définit alors le AA-torseur Biulg.a au-dessus de BunG, qui classihe les paire 
(A, i) où i est une structure de niveau D\ sur E. Nous allons commencer par un lenune dans l’esprit 
du lenune 12.41 : 

Proposition 10.6. (i) Le changement de base par le K\-torseur BunG, a au-dessus de Bunc 

fournit un isomorphisme canonique entre Hx x buüg BunG, a et GrA x BunG, a- 

(ii) La projection GrA x BunG ,a —> GrA induit un morphisme lisse de champs algébriques entre 
le champ de Hecke Hx et le champ quotient [AA\GrA]. 

Démonstration. On considère le Ag-torseur Bunc / au-dessus de Bunc qui classifie les paires ( E , 9) 
où 0 est une trivialisation de E sur Kg. Si on tire T~Lx au-dessus de Bunc 7 , on obtient un isomor¬ 
phisme canonique avec Biinc 7 x^GrA compatible à l’action de Kg des deux côtés. Ainsi, nous avons 
un isomorphisme canonique : 

Hx 4 [(Bun G ' x k GÏx)/K s }. 

Or, on a vu que l’action de Kg sur GrA se factorise par Kx et on obtient donc un isomorphisme 
canonique avec le champ [(BunG, a y-kGrx) /Kx\- Ainsi, en considérant la flèche de projection Kx- 
équivariante : 

Bun G ,A x fc Gi-A -4- Gr A , 

elle induit par passage au quotient une flèche lisse Hx —> [A" A \GrA]. □ 

Ce lenune nous permet d’obtenir un modèle local pour les singularités du champ de Hecke. On 
commence par résoudre les singularités localement puis on tire la figure par le morphisme du global 
vers le local. On a une flèche de réduction irx : Kg —> Kx et on pose Ix := 7Ta(/s), on forme les 
carrés cartésiens suivant : 

C° nv " Sa .)(K) -s- [/A\C'(s ai , • ■ - ,s a J] 

e w 

ni -- [ix\B w ] 

PA 

-par -^ [Ia\GÏa] 


Ux -- [AA\Gi-a] 

où w = s ai ■ ■ ■ s a „, la flèche 9 W est la flèche de résolution des singularités, 4> correspond à l’ajout 
de facteurs G/B, qui est projective lisse et px est birationnelle. Toutes les flèches horizontales sont 
lisses. Ce diagramme nous permet donc d’obtenir les objets globaux dont nous aurons besoin. Nous 
allons maintenant introduire les problèmes de modules qu’ils classifient. 
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Définition 10.7. On note Bg le ind-champ qui classifie les uplets ((E, e), (E r , e'), fi) où E et E' 
sont des G-torseurs sur X, e et e' sont des B-réductions sur S de E et E' et fi un isomorphisme 
au-dessus de X — S. 

Remarque : Aux points de S, nous pouvons regarder la position relative des paires (E, e) et 
(E',e') et nous obtenons pour tout point v G S un élément w v G W a ff- Ainsi, le champ Bg admet 

une stratification par des sous-champs fermés B^ où tu = Y w v [u] où in vj(E,E r ) < w. 

v&S 

Considérons le champ Bunji ar qui classifie les paires (E , e) constituées d’un G-torseur sur X et 
d’une B-réduction sur S. 

Corollaire 10.8. Après changement de hase par BunQ a A := Bunc.A XBun G BrniQ 11 lisse à fibres 
géométriquement connexes, le champ B w XB U ng“ BunQ a A s’identifie canoniquement à Bun^ 1 ^ xB w . 

Démonstration. La preuve résulte de la proposition 110.61 puisque qu’une fois que l’on a trivialisé la 
fibration B\ au-dessus de Bunc.Ai tous les champs au-dessus se trivialisent simultanément. □ 

Nous allons maintenant introduire la résolution de Demazure de B w . 

Définition 10.9. Soit Convg(7ï) le ind-champ dont les T-points sont donnés par les uplets 
((Bq, eo), (E n , e n ), fii ,.., fi n ) où les Esont des G-torseurs sur X x T, les fik 

fik+l '■ Ek\xxT- U r sxT ~^ Ek+l\xxT- u r sxT 

s£S sgS 

sont des isomorphismes et les e*, sont des réductions des torseurs Ek u ses r s x T au Borel B. 

Etant donné un élément w = Y w v H avec w v ë W a //, on écrit alors w = s ai ... s a „ avec 

v€S 

s ai = Y s a.i H où chaque s g. est une réflexion simple de W a / /. 

v€S 

On considère alors le sous-champ Conv" Sa ){B) de Convg('H) où 

V i,mvi(Ei,E i+ 1 ) = s a<+1 . 

Il est muni d’une flèche : 

0 W : Couvain) ^ ni, 

qui envoie un uplet de Con v™ Sa )(B) sur ((Eq, eo), (E n , e n ), fi n o ■ ■ ■ o fifi) et par composition nous 
avons une flèche : 

Pi o 9 W : Conv" Sa )(H) —> Bun^ ar . 

Proposition 10.10. En faisant le changement de hase par BunQ ai A au-dessus de Bunji^, nous 
obtenons que Conv™ s ^ ){B) s’identifie après changement de base à 

Bunç a A xC(s Ql ,..., s Q „). En particulier, Con V( Sa .)(B) est lisse. De plus, la flèche 9 W est propre, 
surjective et birationnelle. 

Démonstration. La première partie de la preuve est un corollaire de la proposition 110.61 Enfin, 
l’assertion sur 6 W vient de l’assertion locale correspondante. □ 

Il ne nous reste plus qu’à faire le lien avec le champ de Hecke classique. On commence par faire 
le changement de base à BunQ ar . On pose alors 

U P x r = B\ x B un G Bun^, ar . 
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On prend alors w associé à A défini dans la section précédente de telle sorte que nous avons une 
flèche 


: h... 


H\ 


Proposition 10.11. La composée tt w o 0 W : Con v™ Sq )("H) —> 'H P ^ r est une résolution des singula¬ 
rités, où les ( s ai ) sont les réflexions simples associées à w. 


Démonstration. D’après les Iemmes ri0.10l et ri0.61 T~i x , s’identifie à T x Gr A . L’assertion vient alors 
du lemme 110.101 et du résultat correspondant dans le cas local. □ 

Remarque : On notera que pour passer à la situation analogue pour l’Iwahori au niveau du 
champ de Hecke, nous sommes obligés de considérer des R-réductions aux deux torseurs ( E , E') et 
donc nous ajoutons un facteur (G/B)\ s \ à Hx pour en résoudre ensuite les singularités. Localement, 
cela revient à faire l’opération cj> : [J A \Gr.\] —> [A' A \Gr A ], on considère ensuite la flèche birationnelle 
px et ensuite on résout les singularités à la Demazure-Faltings. 

10.3. Une présentation géométrique de l’espace de Hitchin. Pour w = A G W a ff, nous 
avons vu d’après le lemme 110.51 que la flèche : 

px : Iswls/Is -> Gr A 

est propre surjective et birationnelle au-dessus de Gr A . On peut supposer que pour tout v G S, 
l(w v ) = n et on écrit une décomposition en réflexion simples w = s ai ■ ■ ■ s an . On considère alors le 
champ Conv™ (.Ad), qui s’insère dans le carré cartésien suivant : 

Conv^(At)-s- Conv” (H) 




■Hx 


Nous avons alors une flèche 


7i - M : Conv" Sa ^(A^) —> Mx 


et nous notons de la même manière la flèche induite sur l’ouvert et on pose Conv" s ’ b la 

restriction à cet ouvert de Conv" s<j )(At). On renvoie à l’énoncé du théorème 13.41 pour la définition 

de _M A . 

Proposition 10.12. La flèche 

:Conv^jCM)-^ 

est une présentation géométrique de Mx e t ^ a flèche n M est même projective. 

Démonstration. Par changement de base et d’après les propositions 1 10. 1Ü1 et 1 10. lTl on sait déjà que 
la flèche est projective et qu’elle est lisse sur un ouvert U de Il nous faut donc voir que h 
est un facteur direct de Par le théorème 13.41 nous avons A*[—d]/C^ = IC-^,, comme 

Conv^('H) est lisse et résout les singularités de Hx, il résulte alors du théorème de changement de 


base propre que /CL,h est un facteur direct de ce qu’on voulait. 


□ 


Pour terminer ce paragraphe, nous voudrions voir si cette présentation géométrique est équiva- 
riante par rapport à notre champ de Picard. 
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Proposition 10.13. On a une action de V sur Conv” Sa ^ (A4) qui rend la flèche V-équivariante. 

Démonstration. Pour simplifier, on suppose que n = 2. On commence par donner une description 
adélique de Conv 2 Sa )(A1), nous obtenons alors : 

C° nv ( S a.)(Ad) = G 2 F \{(g!,g 2 , 71 , 72 ) € ( G a /Ia ) 2 x (GJ?) 2 | gf X 'ng 2 e IhSaJ^g^'figi e is a2 J}. 

où F est le corps de fonctions de la courbe X et G 2 F agit par : 

(hi,h 2 )-(gi, ff 2 , 71 ) 72 ) = (hig!, h 2 g 2 , h^hf 1 , h^hf 1 ). 

Regardons les automorphismes d’un quadruplet (gi,g 2 ,'yi,'y 2 ), si nous posons g.\ = gf Jig 2 et 
g 2 = g 2 7251 , ils consistent en les paires (/ii, / 12 ) telles que : 

1 g\h 2 = /-ti et /i 2 1 1 * 2 ^ 1 1 = /^ 2 > 

d’où l’on obtient : 

hï 1 mn 2 hi = nin 2 et h 2 = . 

En particulier, la paire (h±,h 2 ) est déterminée par h\ G / 7l72 et donc on obtient bien une action 
du centralisateur régulier J x+ ( lll2 )- □ 

11. Théorème du support 

11.1. Un énoncé pour une fibration abélienne faible. Dans ce chapitre, nous démontrons un 
théorème de support pour une flèche propre / : M — >• S. La principale différence avec le résultat 
démontré par Ngô est que l’espace source n’est pas lisse, mais singulier. Nous remplaçons alors le 
faisceau Q ; par le complexe d’intersection. 

Définition 11.1. Soit S un k-schéma de type fini géométriquement irréductible. Soit une flèche 
projective f : M —» S et un schéma en groupes lisse et commutatif g : P —> S agissant sur M. On 
dit que f est une fibration abélienne faible si : 

(i) f et g sont de même dimension relative d. 

(ii) L ’action de P sur M a des stabilisateurs affines. 

(iii) Soit P° le sous-schéma en groupes ouvert des composantes neutres des fibres de P au-dessus 
de S. Posons g 0 : P° —> S. Nous avons le faisceau des modules de Tate 

T^(P°) = H 2d -\g?Q l )(d). 

Pour tout point géométrique s de S, on a un dévissage canonique de Chevalley de Pf 

1-- R s -- -*■ A„ -^ 1 

avec A s une variété abélienne et R s un groupe algébrique affine commutatif qui induit une 
décomposition analogue pour les modules de Tate 

0 -^ W^ % ( P °)-^ % ( A > )-^ 0 ' 

On dira que Tq (P°) est polarisable si localement pour la topologie étale de S, il existe 
une forme bilinéaire alternée 



dont la fibre en chaque point géométrique s s’annule surT^(R s ) et induit un accouplement 
parfait sur (A s ). 

(iv) Nous avons une présentation géométrique P-équivariante it : M —> M, par exemple une 
résolution des singularités P-équivariante. 

(v) La présentation géométrique M est projective. 

(vi) On suppose que nous avons une stratification par des schémas lisses équidimensionnels M^. 
Les strates sont indexées sur un ensemble E muni d’un ordre partiel avec un plus grand 
élément A tel que M\ est un ouvert dense de M. On suppose que : 

M = U 

n<\ 

et pour p G E, posons m M = dim Soit l’adhérence de la strate p. Comme f est 
propre, elle induit une application propre : M^ —> Sf sur un fermé C S. Posons 
a M = dimS^. On suppose alors que la dimension relative de f^ est constante de dimension 
d M . En particulier, d\ = d. 

(vii) V p < A, m\ - rri/j, > a\ - a^. 

Remarque : 

Dans Ngô, les hypothèses à partir de (iv) étaient superflues étant donné que la source était 
lisse. 

Pour tout point géométrique s G S, on pose ô s := dimi? s , la dimension de la partie affine de P s . 
Pour s G S un point quelconque, le dévissage de Chevalley étant canonique et unique à changement 
de base radiciel, la fonction <5 est bien définie. Elle est de plus semi-continue supérieurement d’après 
la proposition 16. 151 L’énoncé est le suivant : 

Théorème 11.2. Soit f : M —» S une fibration abélienne faible. Notons ICm le complexe d’inter¬ 
section sur M. 

Soit K un faisceau pervers géométriquement simple présent dans la décomposition d’un faisceau 
pervers de cohomologie p H n (f*ICM) et Z son support. Soit Sz lu valeur minimale que la fonction 
ô attachée à P prend sur Z. Alors on a l’inégalité 

codim(Z) < ôz- 

Si l’égalité est atteinte, il existe un ouvert U de S k tel que U il Z est non vide et un système 
local C sur U D Z tel que i*C, i étant l’immersion fermée de U H Z —>• U, soit un facteur direct de 
la restriction du faisceau de cohomologie ordinaire de degré maximal H 2d (f*ICM ) à U. 

La preuve de ce théorème va reprendre les arguments de Ngô. Nous allons voir que les seules 
différences qui apparaissent dans la preuve concernent l’argument de dualité de Goresky-McPherson 
ainsi que la liberté ponctuelle. 

11.2. Une inégalité de Goresky-McPherson. Dans cette section, on commence par démontrer 
une inégalité plus grossière sur la codimension des supports, à savoir qu’elle est plus petite que la 
dimension relative de la fibration /. 

Proposition 11.3. Sous les hypothèses ci-dessus et avec les mêmes notations, on a 

codimZ < d = d\. 
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Démonstration. Soit Z un sous-schéma fermé irréductible de S <S)k k. On définit l’ensemble occ (Z) 
des entiers n tel que Z apparaît comme support d’un facteur direct irréductible du faisceau pervers 
p H n {f*ICM )■ Par dualité de Poincaré, on a un isomorphisme entre p H~ l (f„ICM) et p H l (f*ICM)- 
Supposons occ (Z) ^ 0 et soit n G occ (Z), alors quitte à changer n en —n, on peut supposer n > 0. 

Soit U un ouvert de S k et C un système local irréductible sur U fl Z tel que z*L[dim(Z)] soit 
un facteur direct de la restriction de p H n {f it ICM) à U. Ainsi, i t .L[(\im(Z)\ est un facteur direct de 
(/ *ICm)\u • En prenant le faisceau de cohomologie ordinaire, le faisceau est un facteur direct 
de iJ" _dlm ( z )(/* JCm)- La conclusion vient alors du lemme suivant : 

Lemme 11.4. Pour tout k > 2d x — m\, H k {/*IC m) = 0. 

Démonstration. Soit k > 2 d\ — m\ et s G S un point géométrique, regardons la fibre du faisceau 
H k Sur la fibre M s , on a une stratification naturelle induite par celle de M, 

M s = U M p '. 

A 

Par un argument de suite spectrale standard, il suffit de démontrer que 

V li<\,H k (M p ,IC M ) = 0, 

où nous avons noté de la même manière le complexe d’intersection restreint à M p . Commençons 
par le cas /i = A. En ce cas, la restriction de ICm à M* est égale à Q;[wa] comme M\ est lisse. 
Ainsi, on obtient 

H k (Mg, IC M ) = H k (M^Q l [m. x ]) = H k+m ^(M^Qi) = 0. 

Passons au cas fi < A. Alors {ICm)\m? est concentré en degrés cohomologiques [—toa, — m M ]. Et 
donc la propriété d’annulation revient à prouver que : 

k + > 2 

pour k > 2d\ — m x . Le calcul nous donne alors 

2 (d x - dfj,) - (m x - m^) = (d x - d M ) - (a x - a^) < 0 

où nous avons utilisé le fait que et de même pour m x et la dernière inégalité est 

donnée par l’hypothèse de fibration abélienne faible, ce qui conclut. □ 

Montrons comment on en déduit la proposition ; nous obtenons : 

n — dim (Z) < 2d x — m x , 

et des égalités dim Z + codim Z = a x et m x = d x + a x , on obtient 

codim(Z) < d x . 

□ 


Il va nous falloir maintenant améliorer cette inégalité. On définit alors 

amp (Z) = max(occ (Z)) — min(occ (Z)). 

Proposition 11.5. Sous les hypothèses de lll.2l occ (Z) ^ 0 et on a l’inégalité 

amp (Z) > 2(d — Sz )• 
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Voyons comment on déduit le théorème 111.21 grâce à cette proposition. L’ensemble occ(Z) étant 
symétrique par rapport à zéro, cette contrainte impose l’existence d’un entier n > d — ôz dans 
occ(Z), il ne nous reste donc plus qu’à reprendre la fin de l’argument 111,31 pour obtenir l’inégalité 
du théorème 111.21 

11.3. Action par cap produit et liberté. Ce chapitre suit [?2J sect. 7.4-7.5]. Considérons donc 
notre schéma en groupes lisse et commutatif g : P —>■ S de dimension relative d à fibres connexes. 
Posons le complexe suivant concentré en degrés négatifs : 

A p = g\Qi[2d](d). 

Nous avons H°(Ap) = Q z et H~ 1 (Ap) = Tq ; (P). Plus généralement, nous avons la formule suivante 
pour les degrés supérieurs 

H~ i (A P )=/\ i T^(P). 

Soit un morphisme de type fini / : M —> S sur lequel P agit, on a un morphisme trace : 

actj act - ICm —^ / Cm 

où act : P Xs M —» M. Comme act est lisse, act ! = act*[2d](d) et act *[d]ICM = ICp Xs m- En 
poussant cette flèche par f\ , on obtient 

(g xs f)'.ICp Xs M[d\(d) -*■ f\IC m 

et en utilisant l’isomorphisme de Künneth, on obtient un morphisme de cap-produit : 

A p <8> f\IC m —* Î\ICm 

et en faisant f = g, on obtient un morphisme de complexes : 

Ap®Ap —> A p 

d’où une structure d’algèbre commutative graduée sur Ap. En multipliant par un entier N dans P, 
cela induit la multiplication par N sur le module de Tate et par N l sur H~ l (Ap) = /\* (P). En 

utilisant la technique de Lieberman [251 2A11], on peut trouver des projecteurs appropriés de telle 
sorte que : 

Ap = ©A i %™ 

i< 0 

de manière compatible à la multiplication. 

L’ensemble des supports intervenant dans la décomposition en faisceaux pervers irréductibles est 
fini, notons-le il. Pour tout a G il, notons Z a le support correspondant. Pour tout n , on a une 
décomposition canonique 

p H n U*IC M ) = © Kl 

aell 

où K™ est la somme directe des faisceaux pervers irréductibles de p 7J"(/*/C , m) de support Z a . On 
pose alors 

K a := © Kf 

nÇzL 

que l’on suppose non nul pour tout a G il. Pour a G il, soit V a un ouvert de Z a sur lequel la 
restriction de ICI est de la forme /©[dimlA] où ICI est un système local pur de poids n sur V a . 

Quitte à rétrécir V a , il existe un changement de base fini radiciel Vf —> V a tel que le schéma en 
groupes P\ V , admet un dévissage 

1- R a -*- P\v^ --s- 1 
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où A a est un schéma abélien et R a un schéma en groupes affine lisse à fibres connexes, tous deux 
définis sur Vf. Comme Vf —y V a est un homéomorphisme, on peut considérer que les modules de 
Tate Tq (Aa) et Tq (R a ), ainsi que les suites exactes qui les relient sont définis sur V a . Enfin, quitte 
à rétrécir à nouveau Vf, on suppose que V a fl Z a ' = 0 sauf si Z a ' C Z a . 

Ngô définit alors [421 sect. 7.4.2] une structure de A^-module gradué sur IC a = ©/C„. Nous 

n 

avons de même que dans Ngô la proposition cruciale suivante : 

Proposition 11.6. Sous les hypothèses de 111.21 pour tout point u a G V a , la fibre IC a , Ua est un 
module gradué libre sur l’algèbre graduée AA a ,u a - 

Nous pouvons formuler l’énoncé de liberté sans faire intervenir de points bases. 

Lemme 11.7. [421 7.4.11] Soit U un k-schéma connexe. Soit A un système local gradué en un 
nombre fini de degrés négatifs avec A 0 = Q/ muni d’une structure d’algèbre graduée A (g) A — y A. 
Soit L un système local gradué muni d’une structure de module gradué 

A (g L — y L. 

Supposons qu ’il existe un point géométrique u de U tel que L u soit un module libre sur la fibre A u 
de A en u. Supposons que L soit semisimple comme système local gradué. Alors il existe un système 
local gradué E sur U de telle sorte que 

L = A.® E 

compatible aux structures de A-modules. 

11.4. Liberté ponctuelle. 

Proposition 11.8. Soit s G S un point géométrique, alors d’après les hypothèses de fibration 
abélienne faible, la partie abélienne de A s de P s agit avec des stabilisateurs finis sur M s et 

© H n (M s , IC M )[—n\ 

est un module libre sur Aa s = ©A‘%(^)M- 

i 

Démonstration. Nous avons une présentation géométrique P-équivariante 7r : M —y Al. En particu¬ 
lier, on obtient que ICm est un facteur direct de 7r*Q z [mA]. Donc pour montrer la liberté, il suffit 
de démontrer la liberté pour le faisceau 7 t*QJto,\]- Ensuite, comme A a s est une algèbre locale, tout 
module projectif sera libre, ce qui nous donnera le résultat. 

L’action de A s sur M s est à stabilisateurs affines, il en est donc de même de l’action de A s sur 
M s . En particulier, le quotient N s := [Al s /A s \ est un champ propre à inertie finie. Comme AI S est 
projectif, on a une flèche 0 : M s —y N s projectif lisse. D’après Deligne m, on a une décomposition : 

[m\ - i] 

i 

qui induit la dégénérescence de la suite spectrale de Leray 

HP(N s ,RimM[rnx\) => H p+< i(M s , Q,[m A ]) 

en E 2 • 

De plus, P î m»Q; est un système local sur N s et le changement de base propre nous dit que sa 
fibre s’identifie à H l (A s ), donc en fait le faisceau est constant sur N s de valeur H l (A s ). On en 
déduit donc une filtration A^^stable sur © H n (N s , Qj[toa]) dont le j-ième gradué est 
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®W(N s ,WmM[mx}) = H>{N S ) 0 © H'+ m ' (A s ). 

i 

les gradués étant libres, il en est de même de la somme directe 0 H n (N s , QJw^])[— n\ et donc de 
0 H n (M s )[— n], ce qu’on voulait. □ 

Maintenant la fin de la preuve du théorème 1 11.2 1 est strictement analogue à (42] sect. 7.5-7.6]. 

11.5. La è-régularité et la k- variante. On dit que le S'-schéma. en groupes commutatif lisse P 
est ô-régulier si pour tout ô G N, on a 

codiing S 5 > ô , 

où Sg désigne la strate à ù-constant. A la suite de Ngô, nous faisons la définition suivante : 

Définition 11.9. Une fibration abélienne faible, dont la composante P est ô-régulière sera appelée 
une fibration abélienne ô-régulière. 

La ù-régularité est stable par changement de base. Nous en avons une caractérisation équivalente 
due à Ngô |[42[ 7.1.6] ; soit Z un fermé irréductible de S. Soit Sz la valeur minimale de ô sur Z. 
Alors, P est Arégulier si et seulement si pour tout sous-schéma fermé irréductible Z de S, on a 
codim(Z) > ôz- 

Il résulte alors du théorème 11 1.21 que nous obtenons le corollaire suivant 

Corollaire 11.10. Soit f : M —> S une fibration abélienne ô-régulière. Soit Z le support d’un 
constituant pervers irréductible de alors il existe un ouvert non vide U de S 0*, k tel que 

U H Z est non vide et un système local non trivial L sur U tel que i*L, avec i : U f~l Z —» U, soit un 
facteur direct de la restriction du faisceau de cohomologie ordinaire de degré maximal H 2d (f*ICM) 
à U. 


Démonstration. Cela résulte du cas d’égalité du théorème 1 11.2 1 par è-régularité. 


□ 


Nous avons également avoir besoin d’une version faisant intervenir ttq(P). Supposons que ce 
groupe est fini abélien. 

Le schéma P agit alors sur p H n (f*ICM ) via 7To(P), qui est fini abélien. Pour tout caractère 
k : 7r 0 (P) —> Q*, on considère le plus grand facteur direct p H n (f*ICM)ii de p H n {f*ICM ) où 
7To(P) agit par k. D’après Laumon-Ngô [39l 3.2.5], on peut montrer qu’il existe un entier N et une 
décomposition de /*/Cm 

f*ICM = 0 {fJC M ) K - 

KÉITO (P)* 

tels que pour tout a G tïq(P), (a — «(a)Id) Ar est nul sur (/»/Cm)k- En remplaçant /*/Cm P& r 
{f*IC M ) K dans le théorème 11 1.21 nous obtenons 

Proposition 11.11. On peut remplacer dans Wl.'lf p H n \f*ICM) par p H n (f*ICM)n et H 2d (f*ICM ) 
par H 2d {f*IC M )K. 


11.6. Preuve du théorème 18.171 Nous allons maintenant appliquer le théorème du support au 


morphisme / 
suite S := À 


i,\> 


~T7 u 

My 


ani,\> 
X 


—ani ,b 
*A,oo 
Çjbon 


A 1 


ani, b 


= A b x on n A a x ni 


muni d’une action g 

b ■ ani,\> 




A 1 


ani,b 


On pose dans la 


M = M 


À,oo 1 


P = V e 


\ f = f ani > et g = g ani >. Le 
fait qu’on ait des champs de Deligne-Mumford (cf. Prop. 16.111) ne pose pas de problèmes car la 
preuve s’étend telle quelle, comme on sait qu’une fibre de Hitchin est une variété projective d’après 
la proposition 15.131 La flèche g est bien lisse d’après 12.101 et P agit avec des stabilisateurs affines 
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d’après la proposition [5J21 D’après la propositioi l5.15l la flèche / est plate et les inégalités sur les 
dimensions résultent de !5.6l Enfin, d’après la proposition [67T3] le module de Tate est bien polarisable 
D’après les propositions 11 0.1 3l et 1 10.1 2l M admet une présentation géométrique. Elle n’est a priori 
pas projective, mais en fait on a seulement besoin que les fibres au-dessus de A soient projectives 
et cela vient du fait que la résolution est projective et que la fibre de Hitchin est homéomorphe à 
un schéma projectif. 

Au-dessus de S bon , on a une fibration abélienne ^-régulière par définition. On commence par 
démontrer le théorème 18.171 dans le cas où k = 1 : 

Proposition 11.12. Soit p H n {f 1f ICM)st le plus grand facteur direct de p H n (f t: ICM ) sur lequel 
X*(T) agit trivialement. Soit Z support d’un faisceau pervers géométriquement irréductible K qui 
est un facteur direct de p H n (f*ICM )■ Si Z 0 S bon ^ 0, alors Z = S. 

Démonstration. La preuve est la même que celle de Ngô [421 7.8.3]. Comme P est J-régulier au- 
dessus de S bon , il résulte du théorème du support que codim(Z) = ôz- En particulier, par le théorème 
111.21 il existe un ouvert U de S et un système local L sur U fl Z tel que i»L, avec i : U 0 Z — > U, 
soit un facteur direct de la restriction de i/ 2d (/* ICm) à U , dont on sait qu’il est constant d’après 
la proposition 18. 181 d’où U 0 Z = U et donc Z = S. □ 

Passons à la preuve du théorème 18.171 : 

Démonstration. Soit Z G supp(/*(/C m))«• D’après la proposition 18.151 on sait que Z C A v »\,n- 
On rappelle d’après la définition 18.131 que nous avons : 

A v *\,h = U A^.h- 

/zGsoc# (A) 

Soit alors fi G soCij(A) tel que Z fl Â^n ^ 0, alors 

codim(Z) > 6h,z- 

Pour tout a h G C A^x.h, la différence 


4(of/) - 5h{clh) 

est indépendante de an et vaut la codimension de A^,n dans A\ d’après le corollaire l9.81 On obtient 
alors 


codim(Z) > 8{a h) + codim(^4 /iiff ) = 5 Z 

On applique alors à nouveau le cas d’égalité du théorème 111.21 pour obtenir de la même manière 
que dans le théorème précédent que Z = A 71 -\^h- □ 

11.7. Extension du théorème du support. Jusqu’à maintenant pour le théorème du support, 
nous avons supposé que Gder était simplement connexe. Nous allons maintenant expliquer les mo¬ 
difications nécessaires pour obtenir le cas général. On suppose G semisimple, pour simplifier, le cas 
réductif est analogue en considérant un groupe m : G' —> G tel que G' vérifie G' der simplement 
connexe et m une isogénie. 


61 

























Dans le cas où G est semisimple la fibration A4 X —»• A x nl est incommode et il convient de la 
remplacer par la fibration jv\ a ^ 9 ’ anl ^ aug,ani. Q n ra pp e u e q ue d ans l a section [9751 nous avons 
obtenu un diagramme commutatif : 


. . auq.ani p . . ani 

M x 9 ->■ M x 


f au 


j^aug,am 


r n 


j^ani 


où les flèches horizontales sont finies, surjectives, génériquement étales et les flèches verticales 
propres. En particulier, on a : 


p*IC- 




= IC- 


m: 


cl'Z i g ani 

On dispose de l’action d’un champ de Picard 'p au 9, anl sur J\, /f A ’ q U i induit une action par le 
lemme d’homotopie de ■KQ{V au ’ 9 ) sur /"“ 9 ’ " n 1 1 (SVp ,. s ,o»i, en particulier, on peut définir pour chaque 

k G X*(T), on peut définir un facteur (/* u9 ’ an 1 1Cj^„ On définit alors pour n G X t (T), le 
facteur direct ,)* de par : 


tfaniT(~< . \ t j? au g ) ani t. i \ 

\J* 1 Ly M aug,ani) K — p* [J* ILj^aug, am) K . 

On applique alors de la même manière que dans le cas simplement connexe le théorème 111.21 à 
j-aug.o.m . j^aug,am ^aug,am ^ q ue p on p ro j e t;t e ensuite par la flèche p pour obtenir le théorème 
18.171 dans le cas semisimple. 


11.8. Stabilisation géométrique. On note toujours û l’application composée : 

v : Âj*a-> Â x 


On note 

c ~TÂ ani ^ À 

Jh : Xl v ^ X Hoo —t A v *\,h 

la fibration de Hitchin pour H. Nous voulons identifier en fonction des groupes endoscopiques, la 
K-composante du complexe 70). On a une flèche canonique p : H G (comme l’endoscopie 
est déployée) d’où l’on déduit un foncteur de restriction : 

p* : Rep(G) —> Rep(77). 


En particulier, par l’isomorphisme de Satake, on obtient un morphisme entre les algèbres de Hecke 
sphériques : 


b : Hg A- Hh- 

Pour A G À'*(T) + , soit V x la représentation irréductible de plus haut poids A, nous avons donc 
l’égalité : 

Hh) = fx + E %/" e Hh, 

/igsocjî(A) 

où soch (A) désigne les cocaractères dominants de 77 qui interviennent dans la décomposition de la 
représentation rf*V x . On regarde alors la strate de la grassmannienne affine : 

Gr r) *A := U Gr^ 

/xEsocjj (A) 
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et le faisceau pervers pur S v * a ,h '■= © /G ©"' 1 dessus. Maintenant, il résulte de la proposition 

^Gsoch(A) Tfl 

1X51 que l’on a une flèche lisse : 

: M x -»• [Gr A /G^] 

avec G' n := Resjv- nt [t]/fc G où t est le point auxiliaire. On tire donc ce faisceau par 0 b pour obtenir 
un faisceau pervers pur sur noté de la même manière. Le théorème de transversalité nous 

dit que 

Va ,h := TI IC^ . 

IJ.Gsoc h (\) 

Théorème 11.13. On suppose Gder simplement connexe déployé dont l’endoscopie est déployée. 
Il existe un isomorphisme défini sur k entre les faisceaux pervers gradués : 

® P H n(fr l IC ). 

n 

et 

n 

Remarque : Quitte à changer X en X pour une extension finie k' de k, et étant donné 

qu’une donnée endoscopique (n,p K ) sur À' est définie sur une extension finie de k, on a le résultat 
analogue sur k. Nous donnerons la preuve de cet énoncé dans la section fl 2. 51 

12. Comptage de points 

Sauf mention explicite, on suppose que Gder est simplement connexe et que son endoscopie est 
déployée. 

12.1. Comptage dans une fibre de Springer affine. Comme nous sommes dans une situation 
locale, on suppose de plus que G est simplement connexe. Soit v G \X\ un point fermé de X, 
on considère F v la complétion u-adique du corps de fonctions de X , d’anneau d’entiers O v , k le 
corps résiduel de cardinal q v := qr de s(^) O n désigne par F v la complétion v-adique de F, d’anneau 
d’entiers O v et on se donne une uniformisante ir v (resp. 717 ) de O v (resp. O v ). Soit A G X*(T) + un 
cocaractère dominant. Soit a G ( O v ), un point entier de fibre générique régulière semisimple. 
La fibre de Springer affine réduite A4 A e ^(a) est un fc-schéma localement de type fini dont l’ensemble 
des fc-points est 

ÂC%) := {g G G(F V )/G(Ô V ) I ad( 5 )- 1 7o 6 G(Ô„)^G(Ô„)} 
avec 70 = e+(a). Les nilpotents étant inutiles pour le comptage, nous supprimons l’exposant 
« réd » dans A4 x e v (a), ainsi que pour tous les autres schémas où ce sera nécessaire. 

Posons J a = a* J ; par la suite nous aurons à considérer un schéma en groupes J’ a muni d’un 
morphisme J' a —> J a qui est un isomorphisme sur la fibre générique, typiquement J®, mais pas 
seulement. Nous avons le fc-schéma en groupes localement de type fini 

W a ) = Ja(F v )/J' a (O v )_ 

La flèche J' —>• J a permet de définir une action de V v (J' a ) sur A4\, v (a) qui vérifie bien les hypothèses 
[421 Hyp.8.2.1], nécessaires pour compter. On commence par un petit lemme 

Lemme 12.1. Si la fibre spéciale de J' a est connexe, on a un isomorphisme 

H\F v ,J a )=H\k,V v {J’ a )). 
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Démonstration. C’est une application du théorème de Steinberg sur l’annulation de H 1 (F V , J a ) et 
de celui de Lang sur l’annulation de J' a (O v )). □ 

On a une application ; 

MxAo) -t [G(O v )\Œ x>v ] 

donnée par g i —> g~ 1 "/g. On considère alors le faisceau K sur la fibre de Springer affine qui s’obtient 
en tirant ICqj . On considère la fonction de Kazhdan-Lusztig : 

hA x ) :=Tr(Fr æ , jc^j. 

On rappelle la formule suivante qui relie la fonction de Kazhdan-Lusztig à l’autre base de l’algèbre 
de Hecke sphérique [TÏÏ] : 

( 12 ) fx,v = (-l) {2p ’ X) qA P ’ X) (c x , v + J2 

0</i<A 

où c\ tV sont les fonctions caractéristiques des strates Gix„. 

Proposition 12.2. Supposons la fibre spéciale de J' a connexe. Soit n : H 1 (F Vl J a ) —> Q*, on a la 
formule suivante : 

__ Z) Tr(Fr Æ ,i!: Æ ) K = vol(J' (O v ), dt v )0*(f\, v ,dt v ) 

xe{M x ,v(a)/T’ v (J' a )](k) 

où f\ jV est la fonction associée à A dans la base de Kazhdan-Lusztig de l’algèbre de Hecke sphérique. 

Démonstration. On reprend la preuve de Ngô, la seule différence notable vient du faisceau. 

Un point x G [M\, v (a)/Vv{J' a )](k) consiste en un couple ( m,p ) formé d’un élément m G M\, v (a) 
et d’un élément p G VvA'a) tels qu’on ait pa(m) = m. Une flèche entre ( m,p ) et ( m',p') dans cette 
catégorie consiste en un seul élément h G V v (J ' a ) tel que m! = hm et p' = hpa(h ) . Pour chaque 
objet x = (m,p) la er-classe de conjugaison, définit un élément 

cl(æ) G H 1 (k, Vv(J'a)) = H\F v ,J a ). 

Soit 70 l’image de a dans Vg par la section de Steinberg, on a un isomorphisme canonique entre J a 
et J 7o et donc d’après [321 Lem. 8.2.6], la classe cl(x) appartient en fait à 

Ker (H\F V ,I^ 0 ) ^ H\F V ,G)). 

Pour £ G Ker (H 1 (F V ,I 70 ) —»• H 1 (F V ,G)), on considère la sous-catégorie [M\, v (a)/V(J' a )]ç(k) des 
objets de [M\^ ,(a)/P(J')](fc) tels que cl(x) = £. Fixons jf G / 7o , la catégorie [M\ :V (a)/V(J' a )\ç(k) 
est alors équivalente à la catégorie Ot (cf.[42l p. 145] pour les détails) dont les objets sont les 
éléments g G G(F v )/G(O v ) : 

~ ff _1 jîO-(ff) = __ 

- ad(5) _1 7o G G(O v )n£G(O v ) 

et dont les flèches g —>• g\ sont les éléments h G J a {F v )/J' a (O v ) tels que g = hgi, où on a utilisé 
l’isomorphisme entre J a et J 7o pour faire agir h à gauche. Comme £ est d’image triviale dans 
H 1 (F V , G), il existe gç G G(F V ) tel que gfi 1 j^cr(g^) = 1. Fixons un tel gç et en posant 

= a d(ffç) _ 1 7o, 

on peut réinterpréter la catégorie Oç comme la catégorie dont les objets sont les éléments g G 
G(F V )/G{O v ) vérifiant : 

adQ?)-^ G G(O v )ir£G(O v ) 
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toujours avec les mêmes flèches. L’ensemble des classes d’isomorphismes de Ch est l’ensemble des 
doubles classes 


g G I^(F v )\G(F v )/G(O v ) 

telles que ad(g) _1 7 j G G(O v )n*G(O v ). Le groupe des automorphismes est le groupe 

{I lt {F v )ngG(O v )g-')/J' a (O v ) 

dont le cardinal est donné par le quotient de volumes 

vo \(I^(F V ) fl gGjO^g^^ty) 
vol (J' a {O v ),dt v ) 

On obtient donc 

_ vol (I'içjFy) n gG(O v )g~ 1 ,dt v ) 

? ^ vol(J' (0„)), dt v 

où l’on somme sur l’ensemble des doubles classes 

g G I^(F v )\G(F v )/G(O v ) 

telles que ad(g) -1 7 ç G G(O v )n^G(O v ). Pour terminer le calcul, il ne nous reste plus qu’à identifier 
la fonction Tr(Fr s ,iC æ ) pour x un fc-point de la fibre de Springer affine et nous avons alors par 
définition : 

Tr(Fr æ , K s ) = f\, v {g~ 1 'yo9 ), 

d’où l’on déduit la formule : 

__ I] Tr(Fr Æ ,iC Æ ) K = vol(J' a (O v ,dt v ))0*(f\,dt v ) 

xE[M>,' V (a)/P v (J' a )](k) 

comme souhaité. □ 

Il nous faut maintenant passer de J' à J 0 . Pour n : H 1 (k,V v (J a )) Q*, en utilisant la flèche 

H\k,P v (J° a )) —J. H\k,V v (J a )), 

on obtient un caractère de H 1 (k,V v (J®)) = H 1 (F V , Ja ), noté de la même manière. 

Proposition 12.3. Soit k un caractère de F[ 1 {k, V v {J a )) et notons k : H 1 (F V: J a ) Q* le caractère 

qui s’en déduit, alors nous avons la formule suivante avec la n-pondération 

__ J2 Tr(Fr $ , K æ ) K = vol(J%(O v ),dt v )0*(f\, v ,dt v ) 

x€[M\, v (a)/Vv(Ja)](k) 

De plus, si le caractère k : H 1 {F V , J a ) —> Q* ne provient pas de H 1 (k,P v (J a )), alors la n-intégrale 
orbitale est nulle. 

Démonstration. La preuve est la même que celle de {42} Prop. 8.2.7], par comparaison avec le cas 
connexe et en étudiant la fibre du foncteur 

[M x ,M/V v {J° a m \Mx, v (a)/F v (J a )m 

sur laquelle la fonction f\ iV est constante, donc cela n’affecte pas les calculs. □ 
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Corollaire 12.4. Soit n un caractère de H 1 (F V , J a ) et soit J^’° la composante neutre du modèle de 
Néron J a . Soit A un sous-groupe sans torsion a-stable de V v (Jf) vérifiant les hypothèses [421 Hyp. 
8.2.1] qui existe d’après E3 on a l’égalité 

j:(-l) n Tiia,H n ([MxAa)/A},K)) K =vo\(J^ 0 (O) 1 dt v )O:(f x ,dt v ). 

n 

De plus, si le caractère k : H 1 (F v ,J a ) —» Q* ne provient pas de Fd 1 (k,'P v (J a )), alors la n-intégrale 
orbitale est nulle. 

Démonstration. Il suffit de combiner [42] 8.1.13], en remplaçant le faisceau constant par le faisceau 
K et 112.21 pour obtenir 

Y:(-l) n Tr(a 1 H n ([M XtV (a)/A\,K) K ) = (^(J 0 a )(k))vol(J^O v ),dt v )O K a (f x ,dt v ). 

n 

Il ne nous reste plus qu’à prouver l’égalité : 

(P°(4°)(fc)) vol (J° a (O v ), dt v ) = vol (J b a ’°(O v ), dt v ) 
ce qui fait l’objet de [421 cor. 8.2.10]. □ 

12.2. Comptage dans une fibre de Hitchin anisotrope. Soit k un corps fini et a G Aff’fk). 

Nous voulons calculer le nombre de points \M ^ ranl ( tt ) /Vl' anl ]{k). Il nous faut relier ce nombre de 
points à un calcul local, malheureusement nous n’avons pas de formule de produit pour les éléments 
de degré zéro, le lemme suivant pallie ce problème. On a un foncteur naturel : 

* : [MT\a)/V^] -► [M a x \a)/Vr\- 

Lemme 12.5. La flèche cj> est une équivalence de catégories. 

Démonstration. Montrons que f est pleinement fidèle. Soient m et n dans A4f (a) tels que 
4>(m) = <f>(n). En particulier, il existe p G 'P“ m tel que prn = n. Or, comme m et n sont de degré de 
zéro, cela impose que p soit également de degré zéro, donc (f> est bien pleinement fidèle. Montrons 
qu’il est essentiellement surjectif. Soit m G on choisit p G tel que deg(p) = — deg(m) 

alors nous avons deg(pm) = 0, ce qui conclut. □ 

On considère J' a un X-schéma en groupes lisse commutatif muni d’un morphisme J' a —> J a qui est 
un isomorphisme sur un ouvert U et qui a toutes ses fibres connexes. Soit V a le champ de Picard 
correspondant, on a une flèche V a —> V a —> X*(G/Gder) et on note V 1 ses éléments de degré zéro. 
La flèche V a —> V a nous permet également de définir une action de V 1 sur 

On note U a = a _1 (G^ rs ), d’après la formule du produit [5.121 et le lemme [12.51 nous avons une 
équivalence de catégories : 

\M 1 X an \a)/Vl' ani \= n \MxAa)/V a , v \ 

VÇX-Ua 

compatible à l’action de Galois. Elles ont donc le même nombre de fc-points. De plus, pour tout 
caractère cr-invariant 

k : 7t 0 C P a )cr -»• Q*, 

on a d’après [42] Prop. 8.4.3] l’égalité pour le «-comptage, soit : 

(i3) m 1 x a %)/'P ltani m K = n mxAa)/v a ,m^ 

veX-Ua 
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Maintenant, si l’on suppose de plus a G en utilisant le théorème de transversalité HÏ~T1 

et en combinant l’égalité ITÏÏ1 avec |421 8.1.6 et 8.4.5] nous obtenons : 

(14) ^(-ir^(a, Hn (M\(a)AC^ x ) K ) = ^P° a )(k) [] vo\(J' a (O v ))0^ v (f Xv ,dt v ). 

n v&X-U 

12.3. Le cas général. Pour établir le théorème ll 1.131 nous avons besoin de généraliser le comptage 
aux groupes semisimples. En effet, partant d’un groupe G tel que Gder est simplement connexe, il 
n’y a aucune raison que ses groupes endoscopiques H vérifient la même propriété. Néanmoins, nous 
n’avons qu’à nous intéresser à la partie stable de la cohomologie, ce qui est plus commode. On note 
T = 7Ti (G) et on reprend les notations de la section [9] 

Fixons donc a G Aff 11 ^), d’invariant topologique r, on sait qu’il peut se relever en une T-orbite 
de sections dans A a ™ 9 (k). Soit a' G A^ U9,anl (k) qui relève a, on a une action de V sur la fibre 
M\(a!) au9 et également sur la fibre de Hitchin A4 a (a). Évidemment cette action dépend du choix 
du relèvement, mais étant donné que ce qui nous intéresse c’est le nombre de points de A4 a (a), 
nous verrons que cela n’est pas gênant. On se donne un point base ( E*,(j )*) dans A4 a (a) dont on 
sait qu’il existe d’après [8.81 On commence donc par obtenir la proposition suivante 

Proposition 12.6. Soit a G Af nl (k), alors on a une formule du produit analogue à \5.12\ : 

[Mx(a)/V a J 9 }= n [M x , v (a)/V a a r v ] 

VGX-Ua 

avec U a l’image réciproque du lieu fortement régulier semisimple par a. 

Démonstration. La preuve est la même que 15.121 en remplaçant le point base donné par la section 
de Steinberg par (E*, </>*). De plus, au-dessus de U a , la section est fortement régulière semisimple, 
donc les paires de Hitchin ne diffèrent que par l’action de □ 

Pour compter le nombre de points globaux, on est donc ramené à un calcul local et à une fibre 
de Springer usuelle, on obtient alors par le même argument que dans le cas simplement connexe 
(112.31 et [lill les formules suivantes : 

(15) ^ Tr(Fr s ,tf s ) = vol{J™ 9 ’°(O v ),dt v )SO a (fx, v ,dt v ) 

xe[Mx,v(a)/V v (J2rm) 

et 

(16) £("1 riV(a,14"(^(a),/(7^J st ) = (!iP““ s ’ 0 )(fc) [] vol(J a °“ s (a))SO a ,,(/A„,^). 

n vGX-U 

Remarque : 

(i) Ici, "P^ 9,0 désigne la composante connexe de P““ 9 . 

(ii) Il est important de noter que si l’on prend k non trivial, comme il n’y a pas de choix 
canonique, le comptage dépend du choix du point base (E*, <j>*) choisi, ce qui pose problème 
pour le comptage. On se retrouve confronté au même problème pour les groupes unitaires, 
étant donné que nous n’avons de sections de Steinberg non plus. 

12.4. Le côté endoscopique. Soit k une donnée endoscopique de groupe H. On a donc une flèche 
canonique r] : H —> G d’où l’on déduit un foncteur de restriction : 

if : Rep(G) —s> Rep(iï). 

En particulier, par l’isomorphisme de Satake, on obtient un morphisme entre les algèbres de Hecke 
sphériques : 
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b : Hg —► T-Lh- 

Pour A G X*(T) + , soit V\ la représentation irréductible de plus haut poids A, nous avons donc 
l’égalité : 

Hh) = f\ + £ m^f h g n H , 

M£sociî(A) 

où soCff(A) désigne les cocaractères dominants de H qui interviennent dans la décomposition de la 
représentation rf*V x . On regarde alors la fibration de Hitchin : 

fn '■ ~> 

et le faisceau pervers pur S v * x ,h sur A4 v *\ t H obtenu par équivalence de Satake géométrique à partir 
de la fonction b(f x ) d’après |341 Thm. 1.17]. Un calcul analogue à la section précédente avec les 
mêmes notations nous donne alors 

(17) ^ Tr(Fr æ , K*) = vol( J^'°(O v ), dt v )SO aH (b(f x>v ), dt v ) 

xeÎM” v (a)/Vv(J a a r)m 

a H 

et 

(18) _ 

= (^’°)(fc) [] vol^ 9 (O v ))SO a , v (b(fx, v ), dt v ). 

n vex-u 

avec K H := S v * x> h- 

12.5. Le lemme fondamental et stabilisation géométrique. On commence par prouver le 
théorème 111.131 sur Àj™ x h — -^vl h- P° ur simplifier, on pose Âh := et Â = Â b f am et on 

note sans « tilde » les ouverts des bases de Hitchin correspondants. On démontre le théorème 11 1.1 31 
sur l’ouvert A b ff n . 

Démonstration. Nous avons une immersion fermée 18. 141 

v : Âu —> Â, 

définie sur k. D’après le théorème du support 18.171 sur A b jf n , les faisceaux pervers purs 

L n = et = P H n (f H ^S r X>H ) st 

sont les prolongements intermédiaires de leur restriction à n’importe quel ouvert non vide U de 
A b fl n . Pour démontrer que ces faisceaux pervers sont isomorphes, il suffit donc de le démontrer sur 
un ouvert dense U de A b fi n . Sur <£ + , on a le diviseur discriminant ®g '•= (2p, Ag) et sur £+,h le 
diviseur £># ■= (Aph , A#). En particulier, nous avons l’égalité : 

v* + ® G =T) h + 29tg 

avec «g := (p ~ PH, na — cü)) pour 'P un sous-ensemble de R — Rh tel que pour toute paire de 

racines opposées ±a G R — Rh, ’L H {±a} soit de cardinal un. C’est un diviseur effectif sur <£+,h- 

Lemme 12.7. On suppose que pour tout p, G socy(A), p >- 2g. Alors, l’ensemble an G A^^h tel 
que üh(X) coupe transversalement + 9tg et ne coupe pas S = supp(A), forme un ouvert 

non vide IA M de A^^h- En particulier, l’ouvert 
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U := U W M 

M€socjj(A) 

est un ouvert dense de Ah- 

Démonstration. La preuve est la même que pour la non-vacuité de l’ouvert A x . □ 


Nous avons besoin de définir un autre diviseur sur Ah qui va tenir compte de l’inclusion de 
£+ —y On définit donc : 


^ H,n*\ ~ U y^-H,Xp, 

/xGsoch(à) 


avec 91^ Xfl = 91^ M + (p, A — p). Soit Û, l’image réciproque de U dans Ah, quitte à le rétrécir, on 
peut supposer que pour tout n G Z, les restrictions (notées de la même manière) : 


K = m iü et L^ st = (K- iSt ) lü 

sont des systèmes locaux purs de poids n. Il résulte alors de la pureté de ces systèmes locaux ainsi 
que du théorème de Chebotarev [421 8.5.3] qu’il suffit de démontrer que pour toute extension finie 
k' de k, pour tout fc'-points ân G U(k') d’image à G A{k'), on a l’égalité des traces 


E(-l) n Tr(a fc q (L^)a) = E(-l) n Tr( CTfc q (L^ st ) a .). 


On note alors an G Ah l’image de à et de même a G A l’image de à. Nous avons besoin également 
d’un relèvement a' H G A a // 9 de an- On a un morphisme canonique 



qui est génériquement un isomorphisme. On considère alors J' a un schéma en groupes commutatifs, 
lisse sur X, à fibres connexes, équipé d’une flèche J a —y J' a de telle sorte que V le champ de 
Picard des J' a torseurs de degré zéro soit représentable par un groupe algébrique de type fini. On a 
des flèches naturelles de V/ —y V * et V\ —y r p/’, au9 qui nous permettent de faire agir ce champ de 

Picard sur les fibres de Hitchin correspondantes et donc de comparer les quotients / V/\ et 

[M v * x ,h( a H)/V/]. Par commodité, on pose : 

LF a (f X}V ) K = _ E Tri I V,.. K. r ), 

xe{Mx,Aa)/V v {J' a )]{k) 


et 


LF aH (b(f >,„)) = _ E Tr(Fr S ,K«). 

xAMxA’A/'PAJ'a.m) 

On rappelle que du côté « H », le faisceau K H correspond au faisceau S v * x ,h- La conjonction des 
égalités |T4] et [T7] montre que l’égalité se ramène à prouver la proposition suivante : 

Proposition 12.8. Soit an G An(k). Soit v un point fermé au-dessus duquel üh(X v ) coupe 
transversalement le diviseur Dh.p + ç A ( h p et ne coupe pas S = supp(A) pour tout p, G soc_f/(A), on 
a l’égalité : 

LF a (f X}V ) K = (-l)Adeg(v)r^Aa H )-p%(de g (v)X v )] q ^ë(v)[r^AaH)-p%(de S (v)X v )} LF ^^^^ 

Remarque : 
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Dans l’énoncé de la proposition, nous avons . A := Y2 deg (v)^ v (an). 

vGX 

- Comme deg (v)r^ v (üh) = deg((2p^, A)), cela explique que globalement on ait pas de 

rC..Y 

décalage, puisque les termes se compensent. 

12.6. Preuve de la proposition 112.81 Dans la suite, on suppose pour alléger les notations que 
deg(u) = 1, le cas général étant analogue et de même on note f\ pour fx.v Soit v un point 
géométrique au-dessus de v, on procède par disjonction de cas. 

Lemme 12.9. Supposons que v £ supp(A). Nous avons alors trois cas de figures qui s’offrent à 
nous : 

- üh(v) £>h,\ alors 

dH,v{aH ) = 0 ,dÿ(à) = 0 et r^ v (a H ) = 0 . 

- aniv) G T>h, A; alors au(v) A , et on obtient 

dH,v( a H ) = 1) dv(à) = 1 et r^ v (a H ) = 0. 

- üh(v) G ^h,\ alors clh(v) £ a et 

dH,v{aH ) = 0 ,dy(à) = 2 et r%^{a H ) = 1- 
Alors, dans ces cas, la proposition \12.8\ est vérifiée. 

Ces trois cas ne présentent aucune différence avec le cas de l’algèbre de Lie et sont traités dans 
|42l Lem. 8.5.7]. On passe ensuite au cas où l’on suppose que le polynôme an est dans la strate « la 
plus haute » de A^x^h- 

Lemme 12.10. Soit v G supp(A) et an G Ax.h, dans ce cas par hypothèse on a : 

dH,v{a H ) = 0 ,dÿ(a) = 0 et r%^(a H ) = 0 , 
et la proposition \12.8\ est vérifiée. 


Démonstration. Dans ce cas, les fibres de Springer affines sont de dimension zéro, on a donc une 
action simplement transitive de V v (J a ) et V% U9 {J a ') sur celles-ci, nous avons alors que : 

\MxAa)/V v {J a )] K = 1 et \M^ v {aH)/V v {J a J 9 )\ = 1, 

en particulier, nous obtenons que : 

__ £ Tr(Fr s ,K æ ) K = (-l)( 2 P’»q~(pA) 

x£[M\, v (a)/V v (J a )](k) 

en vertu de la formule (1121) pour fx et du fait que les strates plus petites ne contribuent pas comme 
le discriminant est nul. En utilisant l’équation (1161) . nous avons : 

(_l)<2p,A> g -< P .A> = Y oi(j0(O v ),dt v )OY v (fx,dt v ) 

D’où l’on déduit que : 

E Tr(Fr s ,K s ) k = (-^.^-(p.a) g»» 

xe{Mx, v (a)/V v (J' a )](k) 


De manière analogue, on obtient du côté endoscopique : 


_ E Tr(Fr,,A7f) 

xe[ 74x, v (°H)/r v (JL)](k) 


( _ 1 ) ( 2 Ph .A) q-(PH ,A) 


vol( J'ÇOD) 
vol (Jj 9 ’ u (0„))‘ 

a tt 
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Maintenant de même que dans [421 Lem. 8.5.7], on a un isomorphisme canonique entre J® et 
on obtient alors : 

LF a (f x ) K = (—1 )*P%Mq-P$WLF aH (f”). 


□ 

Il ne nous reste plus qu’à traiter le cas des strates plus petites pour p G soc//(A)avec p ^ A, qui 
est le plus subtil ; cela conclura la preuve de la proposition 112.81 : 

Proposition 12.11. Soit v G supp(A) et au G avec /j / X G soc#(A). Alors l'hypothèse 

an G U donne : 

dH,v(a, H ) = 0 , a(y) <£ £> M , a H {v) £ ^h,h> 
et la proposition \12.8\ est vérifiée. 

Démonstration. Soit a(v) := v{üh){v) G £+ rs (Oÿ), posons 70 := e+(a(v)) G VQ ,rs (Oÿ). Il résulte 
de la formule de dimension que Cÿ(a) = 0 et comme 70 G Vq TS (Ov), quitte à conjuguer, on peut 
écrire : 


70 := (ttG G + (F,) 

avec t G T(Oÿ). Dans la suite pour simplifier, on supprime les indices v , posons 7 = n^t ; pour 
démontrer la proposition 112.81 on considère la fibre de Springer affine : 

:= {g G G (F)/G (O) \ g~^g G K^K}. 

En tenant compte de l’égalité X*(T) = T(F)/T(G), nous avons que : 

= AT* (T) x Yf, 

avec Y* la fibre correspondante pour U(F)/U(0). Soit l’automorphisme / 7 : U(F) —> U(F) donnée 
par u 1 —> , la fibre Yff se récrit : 

Y* := n U (F))/U (O). 

Comme 70 = ( n~ w ° ^, 7 ) G Vc(0) rs , en regardant sur les groupes radiciels, on voit que / 7 induit 
un isomorphisme sur U (O), en particulier, nous en déduisons que 

fj : Y* ~ K-k x Ktt~p C U {F)/U (O). 

On considère alors la variété introduite par Mirkovic-Vilonen SU 5 f fl Grv On a alors une flèche 
de projection : 

(19) S„ 0&J7 Kn^Kn-» O U {F)/U {O), 

de fibre l’espace affine U(0)/ir^U(0)n~^ de dimension (p, A — g). On rappelle alors l’énoncé suivant 
qui va nous permettre de calculer les valeurs de f\ tiré de Ngô-Polo [45| Thm.3.1] : 

Théorème 12.12. Le complexe RT^S^, A\) est concentré en degré (2 p,p), de dimension mx^ la 
multiplicité de p dans la représentation V\ et sur lequel le Frobenius agit par q(P>u ). 
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On déduit de ce théorème l’égalité : 

(20) Tr(Fr æ , JCq^) = Tr(Fr 9 , iîr c (5' A1 , ^1^)) = (—l)^ 2p ’ / ^rn,\ Al (jr^’ Al \ 

xES^nGi\(W q ) 

Comme on s’intéresse à la «-intégrale orbitale, il nous faut étudier la structure de V(J a ) ■ 

Lemme 12.13. On a une suite exacte : 

1-- (&i p ’ A “ p> -- V(J a ) -*- X.(T) -- 1 . 

En particulier, nous avons H 1 (k,'P(J a )) = 0. 

Démonstration. On considère l’élément 

u~ n Xi(*-< u *' x -i4) e n u u 

l<z<r l<î<r 

où les Ut sont les groupes radiciels de racine simple cq . On vérifie qu’il est dans l’ouvert régulier de 
la fibre de Springer affine X*. Pour déterminer la structure de V(J a ), comme le champ de Picard 
agit simplement transitivement sur l’ouvert régulier, il suffit de déterminer le stabilisateur de u dans 
T(0) qui s’identifie à J a {0). On décompose ensuite V(J a ) en une extension de X*(T) = T {F)/T (O) 
avec T{0)/J a (0). On cherche donc à résoudre l’équation : 

w -1 fit G G (O) pour t G T (O). 

Cette équation revient à résoudre G G{0) qui se ramène aux équations : 

V 1 < i < r, (1 _ ai(t)) G O 


d’où l’on déduit 


V 1 < i < r, ai(t) = 1 + 7r< aJi ’ A -0(9 

et donc T (O) / J a (0) est un groupe additif, ce qui conclut. □ 

De ce lemme, on déduit, que la «-intégrale se calcule comme l’intégrale usuelle et en combinant 
(EÜ1) et (fTÏÏl) . on obtient : 

1211 LF (f\) =(-l CM® 

1 ) a\J\) k, 1 ) x^q vo l(J0(O)) ‘ 

Le côté endoscopique lui se calcule de la même manière que dans le cas 112.101 et l’on obtient : 
LF aH (b(fx, v )) = (—1 V JV )} > 

a H 

où l’on rappelle que b{f\) = . Pour conclure, il ne nous reste plus qu’à comparer 

z^Gsoch(A) 

vol(J°((D)) avec vol(J™®/ 1 (O)). On utilise alors le fait que v[o,h) se factorise par £.+ rs (0) et le 
lemme [12. 1 31 pour obtenir l’égalité : 

voi (j° a m = qip*-») voi (J a H u Xm. 

□ 

□ 
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Nous pouvons en déduire l’identité entre les intégrales orbitales locales : 

Corollaire 12.14. On a l’égalité : 

0 K a (fx,v) = (-1 )2[r%(a)-p%W] q r%(a)-p%(X) SOaH ^ f Hj m 

Démonstration. Les arguments sont maintenant les mêmes que [42l sect. 8.6]. □ 

On peut terminer la preuve du théorème 11 1.131 sur : 

Démonstration. Il suffit de combiner, de la même manière que [42] sect. 8.7], les formules (fT41) - (fTHl) . 
avec (1151) , 112.31 et le corollaire 112.141 □ 
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